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Formalia

Dieses Dokument wird vorlesungsbegleitend aktualisiert und mdglichst verbessert, und etwa
wochentlich auf Stud.IP neu hochgeladen. Es wird in der Vorlesung und den Ubungen in der
aktuellen Fassung bis zum jeweiligen Vorlesungstand als vorliegend vorausgesetzt. Es soll am Ende
mindestens ein Inhaltsverzeichnis der Vorlesungen, praktisch alles in der Vorlesung angeschriebene
(Ausnahmen: alle Bilder), vieles aber sicher nicht alles des gesagten, weniges nicht vorgetragenes
(vgl. die Vorlesungsablaufpline), alle Ubungsaufgaben, und einige priifungsrelevante Informationen
enthalten. Dabei wird versucht, folgenden Regeln zu geniigen:

1. Schreibe nur Wahres.

2. Formuliere so eindeutig und klar wie moglich, solange dies nicht Regel 1 verletzt.
3. Formuliere kurz, einfach, und elegant, solange dies nicht Regel 1 oder 2 verletzt.
4

. Halte Dich an etablierte Konventionen, wie Sprach-, Rechtschreib-, und Kommaregeln, so-
lange dies nicht eine der Regeln 1 bis 3 verletzt.

Verbesserungsvorschldge, insbesondere die Regeln 1 und 2 betreffend, sind stets sehr willkommen.
Unabhiingig von diesem Dokuments bilden die Vorlesungen und Ubungen eine Prisenzveran-
staltung; alle dort gegebenen Informationen sind also zu beachten.

Adressaten der WR I im Wintersemester sind Bachelor-Studenten der Mathematik (1-Fach),
Wirtschaftsmathematik, oder des Lehramts (jeweils als Pflichtteilmodul eines Moduls “Stocha-
stik”), des Nebenfachs Mathematik oder der Informatik (als Pflichtmodul “Wahrscheinlichkeits-
rechnung”), sowie des freien Wahlbereiches nichtmathematischer Bachelorstudienginge (Modul
“Wahrscheinlichkeitsrechnung 17).

Adressaten der WR IT im Sommersemester als zweites Teilmodul der WR sind die Bachelor-
Studenten des Lehramts (Pflichtmodul “Modul 7: Stochastik”).

Weitere Horer wéren natiirlich auch herzlich willkommen.

Priifungskrams: Zur WR I ist eine Klausur (105 Minuten) am Dienstag 2024-02-27 ab 09:00
Uhr im Audimax vorgesehen, dazu ein Wiederholungstermin am Dienstag 2024-03-19 ab 10:00
Uhr auch im Audimax. Ein weiterer Wiederholungstermin im akademischen Jahr 2023/24 ist nicht
vorgesehen. Klausureinsicht jeweils am Mittwoch danach von 11:00 bis 12:00 in E 50 bzw. E 51.

Zulassungsvoraussetzung zur Klausur sind 40 % der erreichbaren Ubungspunkte der WR L.

Fiir Studenten der Informatik, des Nebenfachs Mathematik, oder eines freien Wahlbreichs ist
die Klausur die Modulpriifung.

Fiir Studenten der Mathematik (1-Fach) oder Wirtschaftmathematik ist das Bestehen der
Klausur eine Priifungszulassungsvoraussetzung fiir die miindliche Priifung des Moduls “Stocha-
stik”, dort bestehend aus WR I und Wahrscheinlichkeitstheorie.

Fir Studenten des Lehramts ist das Bestehen der Klausur zur WR I und eine erfolgreiche
Teilnahme an den Ubungen zur WR. II Priifungszulassungsvoraussetzung fiir die miindliche Mo-
dulpriifung iiber die WR; dabei bedeutet “erfolgreich”, dass mindestens 25 % der Aufgaben in
Einzelabgabe bearbeitet wurden und aus diesen nach Wahl des Ubungsleiters mindestens zwei in
den Ubungen richtig und didaktisch akzeptabel vorgetragen wurden, inklusive der Beantwortung
von Fragen der Kommilitonen und des Ubungsleiters. Bei lingeren, etwa vielteiligen Aufgaben
konnen nach MaBgabe des Ubungsleiters auch Teillésungen reichen. Fiir die sich dann {iber den
Stoff der WR I und II erstreckende miindliche Priifung werden in 2024 Prifungstermine wie folgt
angeboten:

1. Porta-Termin 24. Juli, realer Termin 06. August.

2. Porta-Termin 16. September, realer Termin 24. und 25. September.

3. Porta-Termin 14. Oktober, realer Termin 29. oder 30. Oktober.

Danach ist noch ein Termin in der zweiten Méarzhélfte 2025 vorgesehen.

Ein Bestehen der Klausur lediglich als Priifungsvorleistung kann nicht als Modulpriifung in
einem anderen Studiengang anerkannt werden.

Bei allem sind Anderungen vorbehalten.
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Vorlesungs-

(15 Wochen, geplant 15

1ii

und Ubungsiibersicht WS 2023 /24

V- und knapp 15 U-Termine)

Vorlesungstermin: Behandelt bzw. geplant (mit Skript bis dahin Ihnen vorliegend vorausgesetzt!):

1. 2023-10-24 Einleitung — Satz 1.7 (Bew. Satz 1.4 nur knapp skizziert)

2. 2023-10-31 Rest Bew. 1.7(b), Bem. hinter Aufg. 1.10, Anhang A — Satz A.8 (ohne Bew. (6,7))
3. 2023-11-07 Satz A.11, Def. A.14, Aufg. A.15(a), Satz 1.11 — dessen Beweisskizze (ohne 3.)

4. 2023-11-14 Def. 1.19 — Bsp. 1.22, A.16, A.17, Bsp. 2.1 — Def. 2.2, Satz 2.6 knapp angedeutet
5. 2023-11-21 Def. 2.3 (W-Inhalte), Bem. 2.4, Bew. Satz 2.6 — Text vor Def. 2.11 (Auswahlregeln)
6. 2023-11-28 Def. 2.11 — Satz 2.18

7. 2023-12-05 Ende Kap. 2, Quasipartitionen p. xiv, Kap. 3 (Elementare W-Réaume) bis Satz 3.3
8. 2023-12-12 Bem. 3.4 (ohne Details) — Bem. 3.18

9. 2023-12-19 Beispiel 3.19 — Satz 3.25 (Siebformel)

10. 2024-01-09 Kap. 4 (Kombinatorik) — Def. Ay in Bsp. 4.11 (Rencontre-Problem)

11. 2024-01-16 Rest Bsp. 4.11, Anfang Kap. 5 (ZufallsgroBBen) — Anfang Bsp. 5.6

12. 2024-01-23 Rest Bsp. 5.6 — Ende Kap. 5, Anfang Kap. 6 (Bedingte W.keiten) — Bsp. 6.3

13.  2024-01-30 Satz 6.4 — Behauptung Satz 7.2(a), Beispiel 7.4

14.  2024-02-06 Satz 7.2 mit Bew. Teil (a) — Bemerkungen 7.9

15. 2024-02-13 Bsp. 7.10 — Def. 7.14. Grob angedeutet: Def 8.1 mittels 7.14 wegen 8.21, 8.18(b,c).

Aufgaben (eine Woche

Abg. bis 9:00 Uhr in Kasten E 10, oder in U in E45,
am Donnerstag (mit Ausnahmen wie angegeben)

vor Abgabe spezifiziert)

0.1, 1.1, 1.3, 1.8(a) Présenzaufgaben 2023-10-26, -27, -30, keine Abgabe
0.2, L18(b-d), 1.9, 1.10 2023-11-02

A4, A7, A0 2023-11-09

A.12% A.13(a,d), 1.15, 1.17(3 der 5 ad lib.), A.21(a,b,c)* 2023-11-16

A.15(3 der 8 ad lib.), 2.5, 2.7, 1.18%, A.22* 2023-11-23

210, A.18, A.19*, A.20, A.23* 2023-11-30

9214, 215, 217, A.24* 2023-12-07

3.3(7,8,13), 3.5, 3.14 2023-12-14

3.15, 3.27, 3.28 2023-12-21

3.24(c)*, 3.29%*, 3.26*, 3.30%, 4.14* 2024-01-11

46, 4.7, 4.8, 412 2024-01-18

413, 5.3, 57, 4.9* 2024-01-25

514, 5.16, 6.4(62,7), 6.10* 2024-02-01

6.5, 6.9, 7.5, T7.6* 2024-02-08

76 TA2% 7.3 2024-02-15

4.15*, 4.16*, 5.17*, 8.3* Aufg. zur ersten Woche der WR II im SS 2024

Es ist sowohl Einzel- als auch Zweierabgabe erlaubt. Es gibt jede Woche in der Regel drei normale
Aufgaben mit je gleichvielen Punkten; schwerere oder langere Aufgaben werden groflziigiger be-
wertet. Mit einem Sternchen versehene Aufgaben sind Zusatzaufgaben, deren Punkte nur in den
Zahler der Ubungspunktprozentzahl des jeweiligen Bearbeiters eingehen. Manche Aufgaben haben
im Skript mehr Teile als hier, zwecks Erleichterung des Ubens des sorgféltigen Aufschreibens, zur
Abgabe gefordert werden; in solchen Féllen lohnt sich natiirlich auch eine nicht notwendig schriftli-
che Beschéftigung mit den anderen Teilen. Ein Problem, hier mit zwei Sternchen gekennzeichnet,
ist eine vermutlich l6sbare Aufgabe, zu der Ihr Dozent jedoch keine Losung kennt. Es bringt analog
doppelte Punktzahl im Zahler. Die Aufgaben stehen illustrierend oder ergdnzend im Haupttext des
Skriptes, oder aber am Ende des jeweiligen Kapitels falls sie in diesem ein Nebenthema betreffen
(z.B. A.21, 3.27) oder mehr oder weniger austauschbare Trainingsaufgaben sind (z.B. A.22); nicht
immer ist diese Klassifikation eindeutig.
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Vorlesungs- und Ubungsiibersicht SS 2024

(14 Wochen, geplant 14 V- und 14 U-Termine)

Vorlesungstermin: Behandelt bzw. geplant (mit Skript bis dahin Ihnen vorliegend vorausgesetzt!):
1. 2024-04-16 Bsple. 7.15, Bem. 7.16, Kapitel 8 (Stochastische Unabhéngigkeit) — Lemma 8.5
2. 2024-04-23 Satz 8.6 — Formulierung Satz 8.14
3. 2024-04-30 Bew. Satz 8.14 — Satz 9.2 (Bernoulli-Ketten) Def. 9.12 (Komplexprodukt, Minkowski-Summe)
4. 2024-05-07 Bem. 9.3 — Behauptung von 9.13(1)

5. 2024-05-14 Satz 9.13 (Faltungsformeln) — Interpretation Aufgabe 9.22
6. 2024-05-21 Def. 9.23 (Multiindizes) — Ende Kap. 9
7. 2024-05-28 Satz 10.1 — Def. 10.11 (Quantile), Anhang B (Summen) im Schnellverfahren
8. 2024-06-04 Def. 10.13 (u(P)) — Diskussion von 10.25(4) (Additivitat der Varianz)
9. 2024-06-11 Bew. Satz 10.25 — 10.37
10.  2024-06-18 Gesetz grofler Zahlen 10.38 — Formulierung Satz 11.3
11.  2024-06-25 Kor. 11.4 — Bsp. 11.8, Rest Kap. 11 nur knapp angedeutet.

Anfang Kapitel 12 (ZGWS) — Satz 12.4 (ohne Bew. Flankenungl.12.4(5))
12.  2024-07-02 Rest Kapitel 12; dabei Lemma 12.15 — Bew. Satz 12.6(b) nur ganz knapp angedeutet
13.  2024-07-09 Anfang Kapitel 13 — Bem. 13.10 (ohne Beweis 13.8)
14.  2022-07-16 Bem. 13.11 — Ende Kapitel 13 (ohne Beweise der Sétze 13.18 und 13.21)

Aufgaben Abgabe mit Angabe “Gruppe 17 (11:00) bzw. “Gruppe 27
bis 8:00 Uhr am Freitag
4.15*,  4.16*, 5.17*, 8.3* 2024-04-19
8.4, 8.12, 8122 2024-04-26
8.16 (8.14(iv) benutzen!), 8.17, 8.18 2024-05-03
8.19, 9.6, 9.7 2024-05-10
9.14, 9.15, 9.17 2024-05-17
9.18, 9.22*  9.29, 9.32, 2024-05-24
9.30, 9.33, 10.2*, 10.6 2024-05-31
10.5, 10.9*, 10.12, B.16 2024-06-07
B.17*, 10.16, 10.19, 10.43 2024-06-14
10.21*, 10.34, 10.35, 10.46 2024-06-21
10.44*, 11.11, 11.12, 125 2024-06-28
11.13, 1211, 1212, 12.14* 2024-07-05
12.8, 13.14, 13.15 2024-07-12
12.19, 13.13, 13.23, 10.45* 2024-07-19

Bis zur Vorwoche in beiden Gruppen noch nicht vorgerechnete Aufgaben kénnen auch spéter noch
abgegeben und vorgerechnet werden. *-Aufgaben werden nachrangig besprochen, wenn noch Zeit
ist.
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Allgemeine Notationsvereinbarungen

Wir verwenden “das heif3t”, abgekiirzt “d.h.”, nur zur Formulierung einer behaup-
teten oder definitorischen Aquivalenz; im Gegensatz dazu behauptet “also” dasselbe
wie “folglich”, namlich nur eine Implikation. Also (!) ist zum Beispiel “Es sei x € R.
Ist x > 0, d.h. 22 > 0 ...” nach unserem Sprachgebrauch falsch, dagegen “Es sei
r e R Ist z >0, dh. 2 >0 ...7 richtig.

“Entweder ...oder” ist stets ausschlieBend gemeint. Zum Beispiel sind zwei
Aquivalenzklassen zur selben Aquivalenzrelation stets entweder gleich oder disjunkt,
wahrend irgend zwei Mengen durchaus sowohl gleich als auch disjunkt sein kdnnen.

Bei uns ist N = {1,2,...} und Ny := NU {0}.

Es sei M eine Menge. Dann bezeichnet #M € Ny U {00}, oder auch #(M), die
Elementanzahl von M. Fur k£ € Nj sei

My o= {xe MM :ia A fivd e {1, k} miti £}

Bilder und Urbilder von Mengen schreiben wir mit eckigen Klammern, also
flA] ={f(z):2 € A} und f'[B] ={z € X : f(x) € B} falls f : X eine Funktion
ist und A, B Mengen sind mit A C X.

Ist f: X =, also eine Funktion von X nach X, so heifit ein x € X mit f(z) =z
Fixpunkt von f, ein A C X mit f[A] = A Fixmenge von f, und ein A C X mit
f(z) =z fir x € A punktweise fest unter f.

Ist A eine einelementige Menge, so bezeichne {-}71(A) ihr Element; fiir andere A
bleibe {-}7!(A) undefiniert®. Ist nun A eine zunéchst beliebige Menge, so ist damit
etwa “x = {-}71(A)” zugleich eine Behauptung, nimlich die der Einelementigkeit
von A, und eine Definition.

Eine Familie (A; : ¢ € I) von Mengen heifit paarweise disjunkt, kurz p.d.,
falls A; N A; = 0 fir (i,j) € IZ gilt. Eine Menge A von Mengen heifit p.d. falls
idg =(A: A€ A) dies ist.

Es sei & eine Menge. Eine Familie (A; : ¢ € I) von Teilmengen von X heifit
indizierte Quasipartition von & falls sie p.d. ist und U;c; A; = X gilt; sie heif3t
indizierte Partition von X falls zusatzlich A; # () fiir ¢+ € I gilt. Statt “indiziert”
sagt man auch “parametrisiert” oder, falls auf I eine Ordnung gegeben ist, “ge-
ordnet”. Eine Teilmenge A von 2% heifit (nichtindizierte) Partition von X falls
idy = (A: A € A) eine indizierte Partition von X ist; analog mit “Quasi-"* Es ist

2Im Unterschied zur iiblichen allgemeineren Notation | J A := {¢ : Ja € A mit ¢ € a}, die fiir
jede Menge A (allgemeiner: fiir jede Klasse A) definiert ist, und die ja speziell fir A = {x} gerade
U{z} = 2 = {-}71({x}) liefert.

Zum Verstdndnis des vorstehenden Satzes ist zu beachten, dass in den heutzutage tiblichen
Formalisierungen der Mathematik jedes Element einer Menge (oder einer Klasse) eine Menge ist.
Siehe dazu etwa Halmos (1960) im Fall der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ohne Klassen, und
Kelley (1961), dort der Anhang “Elementary Set Theory”, fiir die Morse-Kelley-Version einer
Mengen- und Klassenlehre. Die Behauptung der Identitdt (J{z} = « ist also nur dann sinnvoll,
wenn z eine Menge ist, und wird dann durch Nachrechnen von § € |J{z} < & € x verifiziert.

3Haufig wird schon Partition genannt was bei uns Quasipartition heifit. Ein in mehreren sehr
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also A eine Partition von X genau dann, wenn gilt: § ¢ A, JA = X, und wenn
A,Be A dann A= B oder ANB = 0.

Es sei zum Beispiel X = {1,2,3}. Dann ist {{1},{2,3}} eine Partition (von
X), wahrend {{1},{2,3},0} lediglich eine Quasipartition ist. ({1},0,{2,3},0) ist
eine geordnete Quasipartition. Das Quadrupel (A; : i € I) := ({1},{2,3},0, {1}) ist
keine indizierte Quasipartition, aber sein Bild {4, : i € I} = {{1},{2, 3}, 0} ist eine
Quasipartition.

Sind I und €2 Mengen und ist X; fiir ¢ € I eine Funktion mit Definitionsbereich €2,
so bezeichnen wir die “familienwertige” Funktion Q 3 w +— (X;(w) : i € I) mit

(X;:iel);

dagegen bezeichnet (X; : i € I) ja die Funktion I 3 7 — X; mit Definitionsbereich I,
deren Werte Funktionen mit Definitionsbereich ) sind. Im zweiten Fall kénnten
die Funktionen X; auch verschiedene Definitionsbereiche haben. Fur “Funktionen
von Zufallsgroflen” benutzen wir manchmal auch tbliche aber eigentlich illegale
Notationen wie T'(X) statt T o X und T(X;, ..., X,) statt T o (X1,..., X,).

Wir definieren den Indikator einer Aussage durch®

(A ) = 1 wenn Aussage wahr,

ussage) = 0 wenn Aussage falsch oder sinnlos.
also zum Beispiel (32 =8) =10, (32 =9) =1, (co —00 =0) = 0. Ist A C X eine
Menge, so schreibt man

1 fir x € A,
la(z) = (zed) = {0 firz e X\ A

und nennt die dadurch definierte Funktion 14 : X — {0, 1} den Indikator oder die
Indikatorfunktion von A.

Bei Jahresangaben wie zum Beispiel in Fufinote 5 auf Seite 1 steht “v.d.Z.” fir
“vor der Zeitrechnungswende”, also im dortigen Beispiel 43 v.d.Z = im Jahre —42.

guten Biichern begangener Standardfehler besteht dann darin, nicht nétigenfalls die Betrachtung
auf die dann “Partitionen bestehend aus nichtleeren Mengen” zu nennenden unserigen Partitionen
einzuschranken. Siehe zum Beispiel Kelley (1961, p. 96; die “projection of X onto D” ist gar nicht
onto (= auf := surjektiv) falls § € D), Dugundji (1966, p. 16, Remark 7.5; unter den “sets A,”
konnte () sein, und dies ist keine Aquivalenzklasse), und Gawronski (1996, p. 3, Satz 0.1.5).

4Notation von Iverson (1962, p. 11)-de Finetti (1967, pp. xx—xxi in der englischen Uberset-
zung 1972).
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Einleitung

Die Wahrscheinlichkeitstheorie (kurz: WT) ist ein Teilgebiet der Mathematik
mit besonders vielfdltigen Anwendungsmoglichkeiten, von der Bestimmung optima-
ler Strategien bei Gliicksspielen® iiber die Berechnung fairer Versicherungsprimien
bis hin zur Bewertung medizinischer Therapien mittels der auf der WT aufbauen-
den Mathematischen Statistik. In ihrer seit 1933 iiblichen Axiomatisierung durch®
Andrej Nikolaevi¢ Kolmogorov (1903-1987) besteht die WT, wie jedes entwickelte
Teilgebiet der Mathematik, aus recht wohlangeordneten Definitionen, Satzen, Bewei-
sen und innermathematischen Beispielen, und ist insofern leicht zu erlernen. Jedoch
scheint die Verbindung zwischen der WT und der Erfahrungswelt oft weniger klar zu
sein als bei anderen anwendungsnahen Teilen der Mathematik, etwa der Geometrie,
was nicht nur Anféngern grofie Schwierigkeiten bereitet.

Was zum Beispiel bedeutet es fiir einen mannlichen, gerade 25-jahrigen und den
Abschluss einer Risikolebensversicherung ins Auge fassenden Familiengriinder, dass
seine (?7) Sterbewahrscheinlichkeit fiir den Zeitraum bis zur 50-Jahrigkeit, berechnet
aus einer Sterbetafel des Statistischen Bundesamtes (2021, pp. 4-5), rund 0.03 sei?
Wahrend etwa der Strahlensatz der ebenen Geometrie die Berechnung einer gesuch-
ten Lénge in unserer Umwelt aus geeigneten anderen gemessenen Léngen gestattet,
und das Ergebnis der Rechnung auch prinzipiell ausfiihrbaren oder doch zumindest
idealisierend denkbaren Messungen bis auf kleine Fehler entspricht, welche Messung
oder Beobachtung soll denn fiir unseren Familiengriinder der Sterbewahrscheinlich-
keit 0.03 entsprechen?

Ihr Dozent glaubt mit Richard von Mises (1883-1953), dass dessen ab 1919 in
mehreren Publikationen begrindete und 1937 von Abraham Wald (1902-1950) in
einem wesentlichen Punkt prazisierte Empiristische Wahrscheinlichkeitstheo-
rie (kurz: EWT) - in welcher genauen mathematischen Formulierung oder kiinfti-
gen Weiterentwicklung auch immer - hier Klarheit schafft.” Wesentliche Punkte der

SWir nennen dieses vermeintlich belanglose oder gar unsittliche Beispiel als erstes, da ihm die
WT einerseits wohl ihre Existenz, und andererseits sicherlich immer wieder wichtige Anregungen
verdankt: Der erste uns bekannte Text zur WT ist das Gedicht De vetula, vorgeblich eine Autobio-
graphie von Ovid (43 v.d.Z.—177?), aber geschrieben vermutlich um 1250; dort werden auf vier Seiten
im Prinzip alle Einzelwahrscheinlichkeiten fir die Augensumme beim dreifachen Wiirfelwurf ange-
geben, siehe Schneider (1988, pp. 1, 5-8) oder Bellhouse (2000). “How to Gamble If You Must” ist
der (urspriingliche und neuerliche) Haupttitel des wichtigen Buches von Dubins/Savage (1965) zur
Theorie des optimalen Stoppens, thematisch in die in Trier meist im Wintersemester angebotene
Vorlesung “Stochastische Prozesse” gehérend.

6Wir verwenden bei nichtlateinisch geschriebenen Eigennamen die wissenschaftlich iibliche
Transliteration. Bei Literaturangaben wird dagegen der Autorenname wie in der jeweiligen Publi-
kation verwendet, was etwa im Fall von Kolmogoroff (1933) zu scheinbaren Inkonsistenzen fiihrt.

"Die meisten Stochastik-Dozenten scheinen diesen Glauben nicht zu teilen, oder das alles fiir
so trivial zu halten, dass sich eine Ausformulierung nicht lohne. Dass eine Begriindung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs - wenn sie hinausgehen soll iiber rein formale mathematische Definitionen wie
“Anzahl der giinstigen Félle durch Anzahl der moéglichen” in der kombinatorischen Wahrscheinlich-
keitsrechnung, oder Definition 3.2, oder die mafitheoretische Definition der allgemeinen WT - nicht
trivial ist, belegen jedoch die ernsthaften aber meist wortreichen und unbefriedigenden sowie ein-
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EWT sind:
o In ihr sind Wahrscheinlichkeiten Grenzwerte relativer Héufigkeiten.

o Wahrscheinlichkeiten kommen nicht “Weltereignissen” zu, sondern “Kollekti-
ven” von solchen, und dann auch zugehorigen “Modellereignissen” in einem
“Merkmalraum”.

o Die iibliche WT behandelt das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten® von Modell-
ereignissen, die EWT klart den Anwendungsbezug.

Dementsprechend, und damit mehr als iiblich auf die “Voraussetzungen fiir die An-
wendbarkeit der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Welt der reellen Geschehnis-
se”” eingehend, werden in diesen Vorlesungen Wahrscheinlichkeiten in Kapitel 2
empiristisch eingefithrt, wobei gegeniiber von Mises eine hohere mathematische Pra-
zision und damit auch mehr Verstéandlichkeit angestrebt wird. Da dort wie oben von
verschiedenen Arten von “Ereignissen” die Rede ist, wird zuvor die “Algebra der Er-
eignisse”, namlich die Aussagenlogik in Form der Booleschen Algebra, in Kapitel 1
behandelt. Ab Kapitel 3, und damit in ihrem Grofiteil, behandelt diese Vorlesung
dann allgemein iibliche WT, genauer deren elementaren, nicht die Maf- und Inte-
grationstheorie voraussetzenden Teil.

Der Name “WR” dieser Vorlesungen, statt etwa “Einfithrung in die WT” oder
“Einfithrung die Stochastik”, dient lediglich der bequemen Abgrenzung zur Som-
mersemestervorlesung WT, welche den Stoff der Wintersemestervorlesungen WR, I
und MIT als bekannt voraussetzt.

0.1 Aufgabe. Erklaren Sie, wie man auf das obige Ergebnis “rund 0.03” an Hand
der angegebenen Sterbetafel kommt. Zum Verstandnis der Sterbetafel konnte Pfan-
zagl (1991, p. 239), Hesse (2009, p. 286), oder Feichtinger (1973, Abschnitt 3.1)
niitzlich sein. Was ergibt sich analog fiir weibliche Familiengriinder?'’ O

ander zum Teil widersprechenden Versuche vieler namhafter Mathematiker, Naturwissenschaftler,
und Philosophen, von denen Jordan (1972, Chapter 1) einige zusammenfassend wiedergibt.

Der hier gewdhlte Name “EWT” ist zwar nicht allgemein iiblich, erscheint jedoch spéter als fast
selbsterkldarend, und ist jedenfalls zur Abgrenzung gegeniiber der iiblichen WT gut geeignet.

84Ce calcul délicat s’étend aux questions les plus importantes de la vie, qui ne sont en effet,
pour la plupart, que des problémes de probabilité” schreibt Laplace (1812, p. 0). Ubertreibung
oder nicht?

9Formulierung von Kolmogoroff (1933, p. 3), mit zustimmendem Verweis auf von Mises.

ODie in dieser und der nichsten Aufgabe zu verwendenden Tafeln sind sogenannte Perioden-
sterbetafeln. Eine dort “Sterbewahrscheinlichkeit vom Alter « bis x+1” genannte und traditionell
mit g, bezeichnete Zahl bezieht sich auf eine Population (z.B. die ménnlichen Einwohner Deutsch-
lands) in einem Beobachtungszeitraum (z.B. 2018-2020). Naiv denken wir uns hier zunéchst g,
definiert als den Quotienten % mit P, := Anzahl der im Beobachtungszeitraum x-jahrigen und
D, := Anzahl der im Beobachtﬁngszeitraum z-jahrig verstorbenen Populationsmitglieder.

Aus Periodensterbetafeln abgeleitete Vorhersagen konnen naturgeméfl nur insoweit giiltig sein,
wie sich die Sterberaten in den betrachteten Alterstufen nicht &ndern.

Die obige naive Definition ist unklar (wann im Beobachtungszeitraum z-jahrig?) und wiirde bei
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0.2 Aufgabe. (a) Bestimmen Sie analog zu Aufgabe 0.1 jeweils die zwei Sterbe-
wahrscheinlichkeiten fiir 25-jahrige bis zur 50-Jéhrigkeit mit den neun Sterbeta-
feln 2020/2022, 2018/2020 (bekannt aus Aufgabe 0.1), 2017/2019, 2016/2015, .. .,
2011/2013.

(b) Fiir jedes der beiden Geschlechter: Betrachten Sie die maximale Differenz der
Sterbewahrscheinlichkeiten aus Teil (a). Rund welcher Differenz von Sterbefallzahlen
eines fixierten Geburtsjahrgangs, sagen wir 2002 in Deutschland, entspricht diese?

O

Mitzdhlung im Nenner P, von spéit (z.B. Weihnachten 2020) x-jéhrig werdenden nicht berticksich-
tigen, dass diese nur wenig Zeit hétten, zum Zahler D, beizutragen. Die tatséchliche Definition
von ¢, ist daher etwas komplizierter und - fiir Thren Dozenten - mit der angegebenen Quelle nicht
nachvollziehbar.



4 Wahrscheinlichkeitsrechnung I & II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27

1 Aussagenlogik und Boole-Algebren
1.1 Aufgabe. Die folgende Liste enthélt 5 Aussagen. Wie viele der Aussagen und
welche sind wahr?

o Genau eine Aussage auf dieser Liste ist falsch.

o Genau zwei Aussagen auf dieser Liste sind falsch.

Genau drei Aussagen auf dieser Liste sind falsch.
o Genau vier Aussagen auf dieser Liste sind falsch.

o Genau fiinf Aussagen auf dieser Liste sind falsch. m

In WT-Texten ist standig von “Ereignissen” die Rede. Rein mathematisch ge-
sehen sind dies dort beliebige Elemente einer jeweils spezifizierten Boole-Algebra
geméfl Definition A.1, wobei letztere meist speziell als Mengen-o-Algebra geméafl
Bemerkung A.5 gewéhlt wird, und in elementaren Vorlesungen wie dieser meist
noch spezieller als die Potenzmengenalgebra einer spezifizierten Grundmenge, siehe
unten Beispiel A.3(b) und Definition 3.2.

Aus Anwendungssicht dagegen soll ein “Ereignis” einer “Aussage” iiber einen be-
trachteten Weltausschnitt entsprechen. Dabei sollen “dquivalente” Aussagen “identi-
fiziert” werden, und bequemerweise sollen auch “offensichtlich unzutreffende” Aus-
sagen zugelassen sein. Dies wird mathematisch prézisiert durch die im folgenden
kurz dargestellte Aussagenlogik.’

1.2 Definition. Es sei 3 eine nichtleere Menge, es seien &, N ¢ ¥ mit & # N, und
es sei’ T ==X U{&, N}. Mit

Ns = (N,s1,...,5m) fir m € Nund s € T™,
&st = (&, 81,...,80,t1,...,tm) fir{,meN, se T, teTm,
und S ==3!' = {(0) : 0 € X} sei S; :== S und induktiv
Spt1 = SpU{Ns:se S,}U{&st:s,teS,} furneN.
Damit heif3t
st = S,
neN

Menge aller S-Aussagen. Die Elemente des Alphabets > heiflen Buchstaben,
die von S Elementaraussagen. Fiir s,t € S* heifit Ns die Negation von s, und
&st die Verundung von s und t. ]

'Wir folgen hier im wesentlichen der von Halmos (1956, insbesondere Abschnitt 3) gegebenen
Skizze. Ziel ist zunidchst nur eine Kliarung der Begriffe “Aussage” und “Ereignis” = “Aquivalenz-
klasse von Aussagen” unter der Annahme, dass wir schon Mengen, Relationen, Verkniipfungen,
und die natiirlichen Zahlen kennen. Die im “logischen” Aufbau der Mathematik vor der Mengen-
lehre benétigte Logik - siehe dazu etwa Halmos (1960, pp. v, 5-6) - kann damit natiirlich nicht
begriindet, sondern héchstens nachtraglich beschrieben werden.

2Fs folgt ein griechisches “Tau”, d.h. der im griechischen Alphabet auf ¥ folgende Grofbuch-
stabe, und kein lateinisches “Te”; letzteres wéire in Formeln kursiv: T
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1.3 Aufgabe. (a) Schreiben Sie im Fall von ¥ = {0, 7,w} dreielementig die Men-
gen S und Sy durch explizite Auflistung der in ihnen enthaltenen Tupel hin.

(b) Rekursionsformel fiir #S,,, Wertetabelle fir kleine n und #X. ]

Interpretation: Die Elemente von S* sind die mit “nicht” und “und” aus den
Elementaraussagen in endlich vielen Schritten verkniipften Aussagen. Zum Beispiel
wird fiir S-Aussagen s und ¢ (elementar oder nicht) die S-Aussage

(1) &N&stN&sNt
sukzessive interpretiert als “N&st und N&sNt”, “Nicht &st und nicht &sNt”,
(2) “Weder s und ¢, noch s und nicht ¢”.

Dagegen kann (1) zum Beispiel nicht als “N&stN und &sNt” gelesen werden, da
N&stN gar nicht definiert ist, da der letzte Eintrag dieses Tupels N ist, was nach
Definition 1.2 (oder auch nach 1.4(1) unten mit k¥ = m — 1 und k& = m) fir kein
Element von S* gilt.

Die hier exemplarisch bemerkte eindeutige Lesbarkeit der auf Klammern ver-
zichtenden sogenannten polnischen Notation® in (1) wird unten in Satz 1.4(c)
préazisiert. Zum Vergleich sei bemerkt, dass das Komma in (2) eine dort notige
Klammerung andeutet.

1.4 Satz. (a) Abgeschlossenheit von S*. Es ist S C S* und es gelten die beiden
Implikationen

seS* = Nsef8* stes = &stelS.

(b) Kleinstheit von S*. Gilt (a) mit einer Menge U statt S*, so gilt S* C U.

(c) Eindeutige Lesbarkeit. Fiir s € S* gilt genau eine der folgenden Aussagen:
(i) ses.
(ii) FEs gibt eint € S* mit s = Nt.
(iii)  Es gibt ein Paar (t,u) € S* x S* mit s = &tu.
Dabei ist t in (ii), beziehungsweise (t,u) in (iii), gegebenenfalls eindeutig bestimmid.

Beweis. (a) Sind s,t € S*, so gibt es wegen der Isotonie der Mengenfolge (S, )nen,
d.h. wegen S,, C S, 11 fir n € N, ein n € N mit s,t € 5, also &st € 5,41 und
damit &st € S*. Die anderen beiden Teilaussagen sind offensichtlicher.

(b) Es sei U eine Menge mit S C U und den beiden Implikationen s € U =
Ns € U, s,t € U = &st € U. Dann gilt S; C U, und fiir n € N folgt aus der
Annahme S,, C U offenbar S,,.; C U. Also gilt S,, C U fiir jedes n, also S* C U.

(c) Voriiberlegung: Fiir s = (s1,...,8,) € S* gilt fur k € {1,...,m}

A(s, k) = #{ie{l,...,k}:siEE}—#{ie{l,...,k}:si:&}

(1) —1 falls k = m,
<0 falls £ <m,

3Laut Tarski (1935, p. 283) von Lukasiewicz eingefiihrt.
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wie man fir s € S,, durch Induktion iiber n zeigt: Im Fall von s = (s1,...,8,) € S;
ist m =1, also £ = 1 in (1) und in der Tat A(s,k) = 1. Gilt andererseits (1)
fir ein n € N und jedes s = (s1,...,8,) € S,, so folgt fiir jedes solche s fir
ke{l,....,m+1} dann

- 0 falls k =1, =1 fallsk=m+1,
A(Ns.k) = {A(s,k—l) falls & > 1 } {go falls k <m+1

wegen (1) fiir £ — 1 statt k£ im zweiten Schritt, und mit ¢t = (¢1,...,t) € S, auch

=1 fallsk=m+0(+1,
A(&St’k>{ <0 fallsk<m+0+1
trivialerweise im Fall £ = 1, wegen (1) fur £ — 1 statt k im zweiten Schritt falls
ke {2,...,m+ 1}, und wegen (1) fir (t,{,k —m — 1) statt (s,m, k) falls k €
{m+2,...,m+/{+1}; also gilt dann auch (1) fir s € S,,41. Aus (1) folgt, dass kein
echtes Anfangsstiick eines s € S* ebenfalls in S* liegt.

Es sei nun s € S*. Offenbar schlieflen sich (i),(ii),(iii) paarweise aus, im Fall von
(ii) und (iii) wegen N # &. Andererseits ist wiederum nach der induktiven Definition
der S, aber s € S, oder s = Nt mit einem ¢t € S* oder s = &tu mit geeigneten
t,u € S*, d.h. einer der drei Félle (i), (i), (iii) tritt ein. Wére in Fall (ii) auch Nt = Nu
mit einem u € S*, so folgte direkt t = w. Wére im Fall (iii) auch (v, w) € S* x S* mit
s = &vw und (v, w) # (t,u), so folgte mit &tu = &vw dass t ein echtes Anfangsstiick
von v ware, oder umgekehrt, im Widerspruch zur Voriiberlegung. Also gelten in den
Féllen (ii) und (iii) die jeweiligen Eindeutigkeitsaussagen. ]

Unser Sprachgebrauch suggeriert nun, dass gewisse Elemente von S* in einem
noch zu prézisierenden Sinne als dquivalent zueinander anzusehen sind.

1.5 Beispiel. In einem Zweizeiler des romischen Dichters Martial ergibt die zweite
Zeile, “nec tecum possum vivere nec sine te”, auf deutsch:

(1) “Weder kann ich mit dir leben, noch ohne dich”.
Rein inhaltlich gesehen hatte Martial kiirzer “non possum vivere”, auf deutsch also
(2) “Ich kann nicht leben”
schreiben konnen. Mit
s = “Ich kann leben”, ¢ := “Ich kann mit dir sein”

kann nun einerseits (1) zu 1.3(2) und damit zu 1.3(1) umgeschrieben werden, an-
dererseits (2) zu “Nicht s” und damit zu Ns. Die hier empfundene “Aquivalenz”
von (1) mit (2) suggeriert als eine Forderung an eine noch zu definierende Aquiva-
lenzrelation = auf S* also die unten angegebene Gleichung 1.6(4). H
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Formal definiert wird nun = als die kleinste Aquivalenzrelation auf S* wel-
che 1.6(4) und die weiteren, niaherliegenden, Forderungen 1.6(1,2,3,5,6) erfiillt. Da-
bei bezieht sich die Kleinstheit von =, also von einer Menge geordneter Paare (siehe
dazu auch den Beweis von Satz 1.7), auf die Mengeninklusion als Ordnung: Jede
andere Aquivalenzrelation E auf S* welche 1.6(1-6) fiir s,¢,u € S* mit E statt =
erfiillt ist eine echte Obermenge von =, d.h. fir s,t € S* gilt sEt nicht nur wenn
s = t, sondern auch in gewissen weiteren Fallen.

1.6 Definition. In der Situation aus Definition 1.2 bezeichne £ die Menge aller
Aquivalenzrelationen = auf S* derart, dass fiir s,t,u € S* gilt:

1 &s&tu = &&stu,
2 &st = &ts,
NNs = s,

=~ W
N — — — ~— ~—

&N&stN&sNt = Ns,
s=t = Ns= Nt,
s=t = &su=&tu.

ot

6

Es bezeichne nun = den Schnitt N & all dieser Aquivalenzrelationen. Dann heif3t
(S*, =) Aussagenkalkiil zur Grundmenge S, und zwei S-Aussagen s,t € S* heiflen
dquivalent falls s = ¢ gilt. O

1.7 Satz. Gegeben sei die Situation aus Definition 1.6.
(a) = ist eine Aquivalenzrelation auf S* mit 1.6(1-6) fiir s,t,u € S*.

(b) Fiir s € S* bezeichne [s] die zugehirige Aquivalenzklasse. Damit werden auf
dem Quotienten

A = S5/ = {[s]:s€ 5"}
durch
[s]A[t] = [&st]  firs,t e S,
[s]" = [Ns] firseS*

zwetl Verkniipfungen wohldefiniert. Die bindre Verkniipfung N ist assoziativ und kom-
mutativ, die undre Verkniipfung ' ist involutiv*, und es gilt die Johnson-Identitit®

(1) (ANBYAN(AABY = A firA,Be A

Die Elemente von A heiflen S-Ereignisse. ]

‘Eine uniire Verkniipfung auf eine Menge X ist praktisch nichts anderes als eine Funktion
f : X = diese heifit Involution von X falls noch f o f = idx gilt. Hier wird also A” = A fiir
A € A behauptet.

5Von uns wegen Satz A.11 so genannt. In (1) und auch sonst wird in Ausdriicken wie A A B’
die iiblichen Konvention “Unér geht vor bindr” angenommen.
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Der Terminus “Ereignis” ist hier entsprechend dem etwas ungliicklichen Sprach-
gebrauch der WT gewahlt®; besser wire etwa “denkbares Ereignis” oder auch “Vor-
stellung”. Anschaulich denken wir bei einem A € S*/= an eine durch viele s € S*
beschreibbare Vorstellung von der Welt, welche zutreffend sein mag oder auch nicht.
Zum Beispiel konnte A das Nichtlebenkénnen Martials repréasentieren, oder ein denk-
bares Ergebnis eines morgigen Fuflballspiels, oder auch eine Prézisierung eines De-
tails der antiken Geschichte.

Beweis Satz 1.7. Siehe Aufgabe 1.8 fiir einige hier nur angedeutete Details.

(a) Eine (bindre) Relation R auf einer Menge X ist definitionsgeméaf nichts
anderes als eine Teilmenge von X2, nur dass man statt (z,y) € R gerne x Ry schreibt.
Ein beliebiger Schnitt von Relationen auf X ist wieder eine solche: Ist ndmlich R
eine Menge von Relationen auf X, d.h. R C 2¥°, so ist entweder R = @) und dann
definitionsgema$ der “leere Schnitt” R gleich der Grundmenge, hier also X2, und
dies ist eine Relation auf X, oder es ist R # () und damit fiir jedes z € R jedenfalls
2z € R fiir ein R € R und damit z € X2, also wieder "R C X2. Ist speziell R eine
Menge von Aquivalenzrelationen auf X, so ist auch (R eine Aquivalenzrelation.

Also ist hier = = & eine Aquivalenzrelation auf S*. Es seien nun s, ¢,u € S*.
Fir jedes E € & gilt dann 1.6(1) mit E statt =, d.h. (&s&tu, &&stu) € E, und es
folgt (&s&tu, &&stu) € NE = =, d.h. 1.6(1). Analog bzw. dhnlich folgen 1.6(2-6).

(b) Wohldefiniertheit: Fiir s, ¢, u,v € S* mit [s] = [u] und [t] = [v] gilt s = v und
t = v, und mit alternierender Anwendung von 1.6(6) und 1.6(2) folgt

&st = &ut = &tu = &vu = &uw,

also &st = &uv wegen der Transitivitidt von =, also [&st] = [&uwv], und mit 1.6(5)
direkt Ns = Nu, also [Ns] = [Nu].
Die behaupteten Eigenschaften von A und’ ergeben sich nun direkt aus 1.6(1-4):
Fir A, B,C € A, also A = [s], B = [t],C = [u] mit s,t,u € S*, gilt
AN(BAC) = [s]A[&tu] = [&s&tu] = [&&stu] = [&st] A [u]
= (AANB)ANC

USw. O

1.8 Aufgabe. Vervollstandigen Sie den Beweis von Satz 1.7 beziiglich

(a) der Aquivalenzrelationsbehauptung,
(b) der Eigenschaft 1.6(4),
(c) der Eigenschaft 1.6(6),

(d) der Involutionseigenschaft von ’. O

SHalmos (1956), dort nicht in Hinblick auf die WT schreibend, nennt die S-Aussagen “sentences”
und die Elemente von S§*/= “propositions”. Normale Ubersetzungen ins Deutsche wiren “Sitze”
und “Aussagen”, aber leider ist ersteres auch Ubersetzung von “theorems”.
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1.9 Problem. In der Situation von Definition 1.6 ergibt sich spater aus Satz 1.11
leicht in Korollar 1.13 die Giiltigkeit von

(1) &ss = s firse S

Mit anderen Worten: Jede Aquivalenzrelation = auf S* mit 1.6(1-6) fiir s,t,u € S*
erfiillt auch (1). Kénnen Sie dies hier einfach und direkt beweisen? O

1.10 Aufgabe. Zeigen Sie in der Situation von Aufgabe 1.3(a), dass die Menge
{[s] : s € S3} hochstens 9 Elemente enthélt. Dabei diirfen Sie die erst spéter zu
beweisende Aussage 1.9(1) als bekannt ansehen. O

Neben der Negation und der Verundung in Definition 1.2 héitten wir noch weitere
Verkniipfungen in S* und damit in A = S*/= einfithren konnen, etwa eine “Ver-
oderung”, und wir hétten neben 1.6(1-4) noch weitere Forderungen, etwa 1.9(1),
durch Beispiele wie 1.5 motivieren kénnen. Die nun folgenden Uberlegungen zei-
gen jedoch, dass dies uberflissig wére, da, im durch Satz 1.11(a) prézisierten Sin-
ne, (A, A,’) praktisch schon eine Boole-Algebra ist, woraus sich dann zum Bei-
spiel 1.9(1) ergibt.

Wir setzen ab jetzt A.1-A.11 als bekannt voraus.

Um nun den Satz A.11 von Johnson—-Huntington auf (A, A,) aus Satz 1.7 an-
wenden zu koénnen, und damit unsere boolesche Analyse des Aussagenkalkiils aus
Definition 1.6 zu vollenden, muss noch #.4 > 2 gezeigt werden. Daher ist der fol-
gende Teilsatz 1.11(a) noch nicht trivial, und es bereitet nur wenig Mehraufwand,
gleich 1.11(b) mitzubeweisen.

Wir setzen daher ab jetzt auch A.14 und A.15(a) als bekannt voraus.

1.11 Satz. Gegeben sei die Situation aus Satz 1.7.
(a) Esist A=S5*/= mit A und’ aus 1.7(b) und V, 0, I aus A.11(1-2) eine Boole-
Algebra. ]

(b) Es sei B eine Boole-Algebra und f : S — B eine Funktion. S A
Dann gibt es genau einen Boole-Algebra-Morphismus ¢ : A — B }
mit p([s]) = f(s) firseS. f 3@
Der Beweis wird im Anschluss an Bemerkung 1.16 gefiihrt. l%
1.12 Korollar 1 (Konsistenz des Aussagenkalkiils). In der Situation aus Definiti-
on 1.6 gilt s # Ns fiir jedes s € S*.
Beweis. Fir s € S* ist, mit [-] und ' wie in Satz 1.7, [s] # [s] = [Ns| wegen
Satz 1.11(a) und A.8(7) im ersten Schritt, also s # Ns. O

1.13 Korollar 2. Im Aussagenkalkiil gelten iiber 1.6(1-4) hinaus weitere Aquivalen-
zen, die sich aus den nicht O oder I enthaltenden Gleichungen in A.1(2), A.8(1,5),
A.10(2) ergeben, darunter 1.9(1).

Beweis von 1.9(1). Fiir s € S* ist, mit [-] und A wie in Satz 1.7, [&ss| = [s]A[s] = [s]
wegen 1.11(a) und A.8(1) im zweiten Schritt, also &ss = s. O
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In den obigen beiden Korollaren wurde von Satz 1.11 nur dessen Teil (a) benutzt;
ein Beispiel einer Anwendung von Teil (b) ist:

1.14 Korollar 3 (Indquivalenz von Elementaraussagen). In der Situation aus De-
finition 1.6 gilt s £t fir s,t € .S mit s #t.

Beweis. Fir gegebene verschiedene s,t € S liefert eine Anwendung von Satz 1.11(b)
auf die zweielementige Boole-Algebra B := {O, I} geméafl Beispiel A.3(a), und auf
f S — B definiert durch f(s) = O und f(u) == I fir u € S\ {s}, eine Funktion
v : A— B mit

e(ls]) = fls) # [f(t) = o([t]),
also [s] # [t], also s # t. O
1.15 Aufgabe. Der vollstandige Zweizeiler aus Beispiel 1.5 lautet im Original:

“Difficilis, facilis, iucundus, acerbus es idem,

nec tecum possum vivere nec sine te”.

Verschaffen Sie sich eine Ubersetzung ins Deutsche, formalisieren Sie diese analog
zu unserem Vorgehen in 1.5, und geben Sie das zugehoérige Element von S*/= mit-
tels 1.11(a) in moglichst einfacher Form an. O

1.16 Bemerkung. In der Terminologie der etwas abstrakteren Algebra sagt die
Existenzaussage in Satz 1.11(b), dass die Familie ([s] : s € S) frei in der Boole-
Algebra A ist. (Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich dann daraus, dass die Menge
{[s] : s € S} ein Erzeuger von A ist.) Freie Familien sind notwendig injektiv, siehe
Korollar 1.14.

Anschaulich bedeutet die Freiheit, dass fir die Elemente dieser Familie keine
besonderen Gleichungen gelten, d.h. keine die sich nicht schon, wie etwa die De
Morganschen Regeln, aus den Boole-Algebra-Axiomen ergeben. Siehe dazu neben
Korollar 1.14 auch die folgende Aufgabe 1.17. m

1.17 Aufgabe. In der Situation von Satz 1.11(a) seien s,t,u € S. Dann gilt

(1) [s] # O,

(2) [sIATE]ATu] # O,

(3) [s] £ [t] fallss#t,

(4) s # Nt

(5) s = &tu genau dann, wenn s =t = u.

]

1.18 Aufgabe. Es seien S und T zwei gleichméchtige nichtleere Mengen von 1-
Tupeln und es seien (S*,=) und (7%, =) die zugehorigen Aussagenkalkiile gemé&s
Definition 1.6. Dann sind die Boole-Algebren A := S*/= und B := T* /= isomorph.

(Hinweis: Wenden Sie Satz 1.11(b) insgesamt vier mal an, zunéchst auf zwei
geeignete Funktionen von S nach B beziechungsweise von 7" nach .A.) O
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Beweis von Satz 1.11. 1. Es gelte die Prédmisse von (b).
1.a Nach Definition 1.2 gilt

(1) S = 5 C Sn - Sn+1 firn € N

und S* = U,en Sn-
Wegen der Gleichung und der ersten Inklusion in (1) und wegen Satz 1.4(c)
konnen wir induktiv Funktionen f, : S,, — B fiir n € N durch f; := f und

fn(s) falls s € S,
for1(s) = < fa(t) falls S, Z s = Nt mit t € S, fir s € S,41
fa@®) A fro(u) falls S, # s = &tu mit t,u € 5,

definieren, und mit der zweiten Inklusion in (1) folgt f,,11 2 f, fiir n € N. Daher ist
g = Jf:5 =B

neN
eine Funktion, und es gilt
(2) g(s) = f(s) fiurses,
(3) g(Nt) = g) und g(&tu) = g(t) Ag(u) firt,u e S*.

1.3 Es sei ~ die von g auf S* erzeugte Aquivalenzrelation, also
(4) s~t & g(s)=g(t) furs,te S
Dann ist ~€ &£, mit £ definiert in 1.6, denn:
1.6(1) gilt mit ~ statt =, denn fiir s,t,u € S* gilt
gl&es&tu) = g(s) Ag(&tu) = g(s) A (g(t) Ag(u))
= (9(s) Ag)) Aglu) = gl&st) Ag(u) = g(&kestu)
wegen der Assoziativitdt von A in der Boole-Algebra B im zentralen Schritt und
wegen (3) in den iibrigen Schritten, und mit (4) folgt &s&tu ~ &&stu.
Analog zeigt man, dass 1.6(2-4) mit ~ statt = gelten.
Zu 1.6(5): Gilt s ~ ¢, also g(s) = g(t), so folgt mit (3) im ersten und im dritten
Schritt
g(Ns) = g(s)" = g(t) = g(Ni),

also Ns ~ Nt.

Analog behandelt man 1.6(6).

1.y Wegen ~€ €& ist fir A € A die Menge g[A], also das ¢-Bild einer =-
Aquivalenzklasse, einelementig, denn fiir s,t € A gilt s = ¢, also s ~ t wegen ~¢€ &,
also g(s) = g(t). Also definiert’

p(A) = {}7'(gl4]) firAecA

"Zur Schreibweise {-}~! siehe Seite xiv.
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eine Funktion ¢ : A — B, und es gilt

(5) p(ls]) = g(s) firses,

wegen (2) also
(6) p(ls]) = fls) firses.

2. Eine Anwendung von 1. auf zum Beispiel B := {O, I} und f(s) =0 fir s € S
liefert fir ein (wegen der Voraussetzung Y # () aus Definition 1.2 existierendes)
s € S mit (3) im ersten Schritt und mit A.8(7) im zweiten

g(Ns) = g(s) # g(s),

also Ns % s, also Ns # s, also #.A > 2, und damit (a) nach Satz 1.7 und Satz A.11.

3. Es gelte nun wieder die Pramisse von (b). Mit 1. und 2. und Aufgabe A.15(a)
ist dann ¢ ein Morphismus von A nach B, denn fir s,t € S* gilt, jeweils nach der
Definition in 1.7(b) im ersten Schritt, (5) im zweiten und im vierten, und (3) im
dritten,

psIATE) = w(l&st]) = g(&st) = g(s) Ag(t) = ¢([s]) Ap([t])

und

p(sl) = w(INsl) = g(Ns) = g(s)" = ([s])"

Zum Nachweis der Eindeutigkeit von ¢ sei schlielich ¢ : A — B ein Morphismus
mit ¥ ([s]) = f(s) fir s € S. Wegen (6) und S; = S gilt dann

(7) d(lsl) = (ls])

fir s € S;. Ist weiter n € N und gilt (7) fiir jedes s € S,,, so gilt fir s € S, im Fall
von s € S, trivialerweise (7), im Fall von s = Nt mit ¢ € S,, unter Verwendung der
Induktionsannahme im zentralen Schritt

([s]) = »(Nt) = »([]) = ()
= o) = e([tl) = @(Nt) = «(s)),

und auch im verbleibenden Fall von s = &tu mit t,u € S,, analog wieder (7). Also
gilt ¢ = p auf {[s] : s € S*} = A. O
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Wegen Satz 1.11(a) definieren wir im Anschluss an die Diskussion hinter Satz 1.7
nun, von der konkreten Konstruktion von A abstrahierend, und C statt A schreibend:

1.19 Definition. Eine Vorstellung (einen Weltausschnitt betreffend) ist eine
Boole-Algebra® C. Die Elemente von C heiBen (denkbare) Weltereignisse. O

Von einem “Weltereignis” der Erfahrungswelt? denken wir uns, dass entweder
es selbst oder sein (Boole-)Komplement “real eintritt”, auch wenn wir diese beiden
Moglichkeiten mangels Beobachtungen bei weitem nicht in jedem Einzelfall unter-
scheiden konnen, und auch wenn nach Beobachtungen die Unterscheidung willkiir-
liche Elemente enthélt, etwa bei einer Mehrheits- oder Autorititsentscheidung.”
Weiter denken wir uns mit zwei real eintretenden Ereignissen auch deren (Boole-)
Schnitt als real eintretend, und umgekehrt. Dementsprechend definieren wir:

1.20 Definition. Es sei C eine Vorstellung, und es sei R C C mit den Eigenschaften

(1) A BER & AANBeR fir A, B € C,

(2) AeC = entweder A€ R oder A" € R.

Dann heifit R Realitdt, und (C, R) heifit Boole-Welt. Die Elemente von R heiflen

real, die von C \ R irreal. O
Die Konklusion rechts in (2) kann offenbar auch geschrieben werden als

(3) AeR & A¢R.

1.21 Bemerkung. Es sei (C,R) eine Boole-Welt.
(a) Esist O irreal und I real, denn nach 1.20(2) angewandt auf A = I gilt

(1) entweder I € R oder O € R,

und im Fall O € R ergébe sich O A Il = O € R, also auch I € R nach 1.20(1), im
Widerspruch zu (1) (siehe p. xiv!); aus (1) ergibt sich also I € R und O ¢ R.

(b) Fiir gemaf A.15(1) disjunkte A, B € C gilt die Aquivalenz
AVBeR < entweder A€ R oder B e R,

denn fiir beliebige A, B € C gilt wegen 1.20(2,3) und de Morgan A.8(5) im ersten
Schritt, 1.20(1) im zweiten, und 1.20(2,3) im dritten, die Aquivalenzkette

AVBeR & AANB' ¢R & A¢Roder B¢R & AecRoder BER,

und im Fall disjunkter A, B wiirde “A € R und B € R” mit 1.20(1) auf O = AAB €
R fihren, im Widerspruch zu (a). O

8C wie lateinisch conceptio, englisch conception, deutsch Konzeption, Vorstellung, Auffassung.
Nicht A, damit A auch von uns spiter wie liblich verwendet werden kann.

9Die Worter “Vorstellung”, “Weltereignis”, “Realitit”, “real”, “irreal” werden einerseits in den
Definitionen 1.19 und 1.20 als Namen mathematischer Begriffe eingefiihrt, sollen aber anderer-
seits weiter beim Reden iiber durch diese Begriffe zu modellierende auflermathematische Begriffe
verwendet werden konnen; wir fiigen daher notigenfalls zur Unterscheidung einerseits “im mathe-
matischen Sinne” beziehungsweise andererseits “in der Erfahrungswelt”, oder dhnliches, bei.

10Man denke etwa an eine Aussage beim Fufiball wie: “Das war Abseits”.
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1.22 Beispiel. (a) Es sei C eine Mengenalgebra auf einer Grundmenge Z, und es
sei r € Z. Dann ist

R = {CeC:C>r}
eine Realitét, denn fiir A, B € C gilt die Aquivalenzkette
A BeER & reAreB & reANB & ANBEeR,

und fiir A € C gilt auch entweder r € A oder r € A, also entweder A € R oder
A e R.

(b) In Teil (a) konnte C zum Beispiel die Potenzmengenalgebra auf
Z = XY mitX = {25,...,150}

sein, mit der an das einleitende Beispiel von Seite 1 ankniipfenden Interpretation:
Fuar z € Z und v € Nist z, das denkbare Todesalter in Jahren des v-ten ab dem Jah-
re 2000 25-jahrig gewordenen bzw. noch werdenden ménnlichen Deutschen, und ein
gewisses r € Z entspricht der Realitdt. Diese Realitéat ist etwa fiir einen Lebensver-
sicherer von Interesse. Der fragt sich etwa, “wie viele” der denkbaren Weltereignisse
C, ={z € Z: 2z, <50} real sind. Praziser formuliert, bei Beschrankung auf die
ersten n der betrachteten Personen, interessiert der (ungefihre) Wert von

n n n

S, eR) = S(rec) = S (r, <50),

v=1 v=1 v=1

wobei wir die auf p. xv erklarte Indikatorklammernotation von Iverson (1962) und
de Finetti (1967) verwendet haben. O

Die hier in Hinblick auf die von uns beabsichtigte Interpretation als “Realitaten”
bezeichneten mathematischen Objekte heiflen anderswo in der Mathematik “Ultra-
filter”. “Filter” und Ultrafilter, siehe die Aufgaben A.23 und A .24, wurden von Henri
Cartan (1937) im Spezialfall von Potenzmengenalgebren als Grundbegriffe einer all-
gemeinen Konvergenztheorie eingefiihrt, was ihre im hiesigen Kontext wenig intuitiv
anmutenden Namen erklaren mag.

Dass Beispiele wie 1.22(b), und praktisch alle im weiteren Verlauf konkret be-
trachteten, sich mit Mengen-Algebren hinschreiben lassen, erklart sich aus den Dar-
stellungssédtzen A.16 und A.17, die jedoch hier nicht wirklich benutzt werden.
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2 Mathematisierung des empirischen Wahrschein-
lichkeitsbegriffes

2.1 Beispiel (Freitag, der Dreizehnte). Wie “wahrscheinlich” ist es, dass ein Mo-
natsdreizehnter ein Freitag ist?

Zur Mathematisierung dieser Frage wahlen wir als Vorstellung C die Potenzmen-
genalgebra auf der Folgenmenge Z = {1,...,7}. Dabei stehen die Zahlen von 1
bis 7 fiir die Wochentage von Montag bis Sonntag, und wir denken fiir ein z € Z
zum Beispiel an die Interpretation

~

z, =5 = “Der v-te Dreizehnte ist ein Freitag”,

ausgehend von einem fixierten Startmonat, etwa' 1883-04. Die Realitit sollte dann
R ={C e€C:C > r} mit einem r € Z definiert durch unseren Gregorianischen
Kalender sein. Als Ad-hoc-Definition bietet sich nun?

(1) Gesuchte Wahrscheinlichkeit = lim — > (r, =5)

an. Diese untersuchen wir nun, vor der numerischen Beantwortung der Eingangsfra-
ge, um zunachst zu einer allgemeinen Definition zu gelangen:
Mit

X o= {1,...,7},

A = Potenzmengenalgebra auf X
m, = v-te Koordinatenprojektion von Z auf X
ist
oy = T, 1[ 1,

also die Urbildabbildung der v-ten Koordinatenprojektion, ein Boole-Algebra-Mor-
phismus von A nach C, sieche Aufgabe A.15(c), und mit A == {5} € A gilt fir v € N
die Aquivalenzkette

r,=5 & m(reA & ren,l[A] & ¢, (A)ER;

damit gilt also

IDer Geburtsmonat von Richard von Mises.
2Wir erinnern an die auf p. xv eingefiihrte Indikatorklammernotation.
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2.2 Definition. Es sei (C,R) eine Boole-Welt, A eine Boole-Algebra, und ¢, =
(¢ )ven eine Folge von Boole-Morphismen ¢, : A — C derart, dass

(1) lim ; zn: (apl,(A) € R) = P(A) firde A

v=1

existiert. Dann heiit ¢, ein Quasikollektiv in (C,R), mit der Verteilung P auf
der Merkmalalgebra A. Die Elemente von A heiflen Modellereignisse. m

Zur Formulierung allgemeiner Eigenschaften von Verteilungen von Quasikollek-
tiven in Satz 2.6 definieren wir:

2.3 Definition. Es sei A eine Boole-Algebra und es sei P : A eine Funktion mit
(1) P(A) € [0,00] fir Ac A (Positivitéat),

(2) P(O) =0 (Nulltreue),

(3) P(AV B) = P(A)+P(B) fiur disjunkte A,B€ A ((paarweise) Additivitit).
Dann heifit P Inhalt® auf A. Gilt noch

(4) P(I) =1 (Normiertheit),
so heiffit P Wahrscheinlichkeitsinhalt auf 4; dieser heifit nichtdegeneriert falls
es ein A € A mit 0 < P(A) <1 gibt. O

Bei gegebenem Wahrscheinlichkeitsinhalt P lesen wir einen Wert P(A) auch als
Wahrscheinlichkeit von A.

2.4 Bemerkung. Es sei A eine Boole-Algebra und es sei P : A eine Funktion.
(a) P sei ein Inhalt. Dann gilt

(1) P(A) < P(B) firAABe Amit A<B (Isotonie),

wegen B = BAVBA' = AVBA’ und damit P(B) = P(AVBA') = P(A)+P(BA’) >

P(A), sowie die (endliche) Additivitat

(2) P< \ Aj> = > P(4;) fir J endlich und A, paarweise disjunkt* in A
jeJ jeJ

per Induktion iiber #.J.

3In einer systematischeren Darstellung des Inhaltsbegriffes - fiir die hier kein Platz ist - wiirde
man die Voraussetzung “.4 Boole-Algebra” so verallgemeinern, dass zum Beispiel auch der ge-
wohnliche Flacheninhalt von Vereinigungen endlich vieler Dreiecke in der Ebene ein Inhalt wére.
Idee: Ersetze die Komplementierung ' und die Eins I durch eine (Boole-)Differenz genannte binére
Verkniipfung \ mit Axiomen die im Mengenfall A C 2% von (A, N, U, \, () analog zu Beispiel A.3(b)
erfiillt werden. zwei mogliche Prézisierungen zum Beispiel bei Gritzer (2011, pp. 143-144, “gene-
ralized Boolean lattice”).

Dass die in der Maf3- und Integrationstheorie iibliche Betrachtung lediglich des Mengenfalls
(dort “Ring” genannt, besser wire “(Mengen)-Rng”), elementargeometrisch unbefriedigend ist,
zeigt die Frage: Ist die Differenz zweier Dreiecke stets eine endliche Vereinigung von Dreiecken?
Genaueres dazu auf den ersten Seite von Caratheodory (1956); dort heiflen die verallgemeinerten
Boole-Algebren “Somen-Ringe”.
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(b) P ist schon dann ein Wahrscheinlichkeitsinhalt wenn die Bedingungen 2.3(1,3,4)
gelten, denn dann folgt 1 = P(I) = P(IV O) = P(I)+ P(O) = 1+ P(O) und
damit 2.3(2). Ist P ein Wahrscheinlichkeitsinhalt, so gilt

(3) P(A) € [0,1] fir Ae A,
wegen (1) mit B == I. O

Die folgenden einfachen Konstruktionen 2.5 von Wahrscheinlichkeitsinhalten wer-
den unten im Beweis von Satz 2.6 benutzt.

2.5 Aufgabe. Es sei jeweils A eine Boole-Algebra.
(a) Es sei R eine Realitat auf A. Dann definiert

P(A) = (AeR) firAde A

einen (degenerierten) Wahrscheinlichkeitsinhalt P auf A.

(b) Es sei ¢ : A — B ein Boole-Algebra-Morphismus, und @ ein Wahrscheinlich-
keitsinhalt auf B. Dann ist @) o ¢ ein Wahrscheinlichkeitsinhalt auf A.

(c) Es sei J eine Menge®, A\, € [0, 1]7 eine Wahrscheinlichkeitsziihldichte auf J
(d.h. es gelte noch Y ;c; A\; = 1), und P, = (P; : j € J) eine Familie von Wahrschein-
lichkeitsinhalten auf A. Dann ist die Konvexkombination ;. ; \;P;, definiert
durch

(Z /\ij) (A) = Z /\]PJ<A> fir A€ ./4,
jeJ jed
ein Wahrscheinlichkeitsinhalt auf A.

(d) Es sei (P,)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsinhalten auf A4 derart, dass
P :=lim,,_,, P, punktweise existiert, d.h. P(A) = lim,_,, P,(A) fir A € A. Dann
ist P ein Wahrscheinlichkeitsinhalt auf A. O

2.6 Satz. In der Situation von Definition 2.2 ist P ein Wahrscheinlichkeitsinhalt
auf A.

Beweis. Fur v € N definiert

Q) = (pWeR) = ((-eR)ow)(1) firdea

“Eine Familie A = (A;)jes in einer Boole-Algebra heifft nach Aufgabe A.15(h) paarwei-
se disjunkt, abgekiirzt p.d., wenn A; A Ay = O fir (j,k) € Ji gilt. Zur Notation V. ; 4;
siche A.9(c).

5Diese sei hier noch als abzdhlbar vorausgesetzt. Im Beweis von Satz 2.6 wird nur der Fall einer
endlichen Menge J benutzt. Dass die Aussage tatsdchlich bei beliebiger Méachtigkeit von J gilt,
sehen wir spéter nach Definition B.9 aus Anhang B mittels Satz B.10.
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einen Wahrscheinlichkeitsinhalt @, auf A, wegen 2.5(a) mit C statt A, und 2.5(b)
mit C statt B. Damit ist aber auch P, := 1¥7_ @, fir jedes n € N ein Wahr-
scheinlichkeitsinhalt auf A, wegen 2.5(c) mit 7 = {1,...,n} und A, = %, und damit
ist dies nach der Grenzwertexistenzannahme in Definition 2.2 und nach 2.5(d) auch
P =lim, ,» P,. [l

Nun zuriick zu unserem Beispiel 2.1. Die Berechnung der Zahlenwerte tiberlassen
wir Thnen mit der folgenden R-Aufgabe.

2.7 Aufgabe (2.1+ Freitag der Dreizehnte). Unser Kalender hat eine Periodizitét
von vierhundert Jahren. Mithilfe der Programmiersprache R lasst sich die Anzahl der
Freitage unter den Monatsdreizehnten eines Zyklus im Prinzip sehr leicht berechnen,
und dies sollen Sie hier tun.

(a) Wie wahrscheinlich ist es, dass ein Monatsdreizehnter ein Freitag ist?

(b) Welcher Wochentag ist als Monatsdreizehnter am wahrscheinlichsten?

Anleitung:

e R ist frei verfiighar und an allen Universitatsrechnern vorinstalliert. Bei den
Rechnern der Mathematik-Cip-Pools konnen Sie einfach R in die Konsole ein-
tippen und diese dann als R-Konsole verwenden. Zum Beispiel ist dann die
Verwendung als Taschenrechner moglich. Mit ? oder help kénnen sie Hilfe zu
den meisten R Funktionen erhalten. Etwa mit 7Date oder help(ops.Date).

e Zum Datum 2018-12-24 erzeugt die Eingabe von x<-as.Date("2018-12-24")
ein Objekt x der Klasse Date, welches nette Eigenschaften hat. So lasst sich
durch weekdays (x) der Wochentag von x erfragen. Letzteres funktioniert auch
wenn x ein Vektor von Daten ist.

o Mit der Funktion seq (beschrieben in 7seq.Date) lassen sich ganze Vekto-
ren von Daten erzeugen, wie zum Beispiel ein y der Form (2018-12-24,
2019-01-24, ..., 2118-12-24).

e Durch sum(weekdays(y)=="Montag") lasst sich die Anzahl der Montage in y
bestimmen. Dabei liefert y=="Montag" einen Vektor gleicher Linge wie y, mit
i-tem Eintrag TRUE wenn der ¢-te Eintrag von y ein Montag ist, und FALSE
sonst. sum summiert dann tiber diesen Vektor, was gleichbedeutend dazu ist die
TRUE-Eintrage zu zahlen. Vorsicht: Montag muss in der von R auf Threm System
verwendeten Sprache (wohl Deutsch oder Englisch) geschrieben werden.

o Die Aufgabe lésst sich mit den hier genannten Funktion in sehr wenigen Pro-
grammierzeilen 16sen (nur ein bis zwei fiir einen festen Wochentag).

o Schreiben Sie Thre funktionierenden Kommandos in einen Texteditor. Fiir die
Abgabe konnen Sie die Ergebnisse dazu kopieren, das ganze (hochstens eine
Seite!) ausdrucken, und eventuell noch Erlauterungen anbringen.
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2.8 Beispiel (2.7« Freitag der Dreizehnte). In der Situation aus Beispiel 2.1 liefern
Definition 2.2 und Aufgabe 2.7
k 1] 2|3 [4]5 |67
4800P({k}) | 685 | 685 | 687 | 684 | 688 | 684 | 687

(im endlichen exakt fiir n € 4800N), also kurioserweise P({k}) groBt fur k£ = 5, mit

688 43 1 301 1 1
p (15}) 4800 300 7300 7 (1+3%) 7

Die empirische Bedeutung von p ist nun:

In jeder langen Folge konsekutiver Monate ist der Anteil der Freitage
(1) unter den Monatsdreizehnten ungefahr p, also ein drittel Prozent mehr
als ein Siebtel.

Diese kann jedoch bei Abweichungen von der oben geforderten Auswahl aller Monate
verloren gehen; wir geben dafiir zwei Beispiele:

(a) Mit “Januare” statt “Monate” ergibt sich statt p ein ¢, fir welches mit einem

feN

i 688,12

1= ooz 7 as00/12

gilt, wegen 688/12 ¢ N im zentralen Schritt, also ¢ # p.

(b) Mit “Monate, die auf zwei Monate mit je einem Freitag den Dreizehnten folgen,”
statt “Monate” ergibt sich 0 statt p. O]

Fiir mehr Mathematik und zur Geschichte unseres Kalenders siehe Rickey (1985).

Obiges Beispiel ist im Grunde rein innermathematisch, da eine mathematisch
wohldefinierte unendliche Folge » € {1,...,7}" betrachtet wurde. In Beispielen
aus der Erfahrungswelt kommen dagegen nur endliche Folgen vor, die man sich
allenfalls als unbegrenzt fortsetzbar denken mag, und den prazisen Grenzwertbil-
dungen 2.2(1) entspricht die Berechnung relativer Haufigkeiten mit einem festen,
vorzugsweise grofien, aber eigentlich immer recht willkiirlich gewahlten n:

2.9 Beispiel (Geschlechterverhiltnis Neugeborener). Dass ungefahr gleich viele
Jungen wie Médchen geboren werden, muss seit Urzeiten in vielen Kulturen als
offensichtliche Erfahrungstatsache gegolten haben. Die frithesten uns heute noch
bekannten Daten zur Untersuchung dieser Frage stammen jedoch erst aus den Jah-
ren 1336-1338 vom damaligen Priester der Taufkirche San Giovanni des Doms von
Florenz, laut Pearson (1978, pp. 7-8): In den genannten drei Jahren fanden j&hrlich
rund 5750 Taufen pro Jahr statt, mit rund 3075 ménnlichen und 2675 weiblichen
Téuflingen; der Anteil der Jungen betrug also mit rund % = 0.535 doch etwas
mehr als %
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Genauere und umfangreicherer Daten finden i mi mi—w | o wi/n

. . . L . 1 5218 4683 9901 0.527

sich bei Graunt (1662), welcher die jahrlichen Tauf- 2 4858 4457 | 9315 0.522

3 4422 4102 8524 0.519

o o 4 4994 4590 9584 0.521

zahlen von Jungen und von Médchen in London 4 fdeod 4zo0 9581 0521

o o 1 6 5035 4820 9855 0.511

von 1629 bis 1660 und in Romsey von 1569 bis 6 5035 4820 | 9855 0.511

3 3 3 8 4917 4605 9522 0.516

1658 angibt - und ebenfalls einen leichten Jungen- 5ooar e, ooz 0516

- : 10 5359 4952 10311 0.520

tiberschuss feststellt, siehe Hald (1990, p. 93). 100 gsee aoea ) 08l 0820

Arbuthnott (1712) préasentiert und untersucht 12 I8 pasa ) Jos0 0009

. . . 14 5460 4910 10370 0.527

noch umfangreichere Daten: Er betrachtet fiir je- 15 4793 4617 0110 0509

. . 16 4107 3997 8104 0.507

des der 82 Jahre von 1629 blS 1710 dle Anzah— 17 4047 3919 7966  0.508

. . 18 3768 3395 7163 0.526

len der in London getauften Jungen und Madchen. 19 3796 3536 | 7332 0518

. - A . . 20 3363 3181 6544 0.514

Mlt 1 = Jahr — 1628 - 1 82 lbt 1m der Ta— 21 3079 2746 5825 0.529
bl )

. R . 22 2890 2722 5612 0.515

belle auf der nachten Seite n; die Gesamttaufzahl 23 3231 2840 | 6071  0.532

. . 24 3220 2908 6128 0.525

des i-ten Jahres an, x; die Jungentaufzahl, also 25 3196 2950 | 6155 0519

n; — z; die Madchentaufzahl und x;/n; den Anteil 2r 3058 3349 7004 0.522

D el

der Jungen, gerundet auf drei Nachkommastellen. 20 3396 3289 6685  0.508

. A . . . 30 3157 3013 6170 0.512

Da dieser Anteil in jedem der 82 Jahre grofier als 3L 8209 278l 5990 0.336

l ] ] A 1 33 4748 4107 8855 01536

5 ist, schliet Arbuthnott auf gottliche Vorsehung 33 dmas  d4lor | 8855 0.336

zwecks Ausgleichs der “external Accidents to which 3 sl dssL) 10292 0.526

are Males subject (who must seek their Food with sro oL A% gorz 18

b} 39 5616 5322 10938 0.513

da‘nger> N 40 6073 5560 11633 0.522

Als Anteil der Jungen tiber den Gesamtzeit- G o506 b8 | 1235 0527

h 1 . 43 6449 6061 12510 0.516

raum erhalten wir 44 6443 6120 12563  0.513

45 6073 5822 11895 0.511

) 46 6113 5738 11851 0.516

1T 47 6058 5717 11775 0.514

(1) p = == = (0.516 48 6552 5847 12399  0.528

821 n; 49 6423 6203 12626 0.509

1= 50 6568 6033 12601 0.521

51 6247 6041 12288 0.508

M’ 82 938 223 . 52 6548 6299 12847 0.510

= 3 .= 53 6822 6533 13355 0.511

lt n: =1 nl 1St 54 6909 6744 13653 0.506

55 7577 7158 14735 0.514

n 56 7575 7127 14702 0.515

1 57 7484 7246 14730 0.508

(2) p = — Z(TV = 1) 58 7575 7119 14694  0.516

n 59 T737 7214 14951 0.517

v=1 60 TA87 7101 14588 0.513

61 7604 7167 14771 0.515

. 62 7909 7302 15211 0.520

mlt T G {0’ 1}”, 63 7662 7392 15054 0.509

64 7602 7316 14918 0.510

65 7676 7483 15159 0.506

. . 66 6985 6647 13632 0.512

1 . . mannhch 67 7263 6713 13976  0.520

r, = falls v-ter Taufling s , 68 7632 7220 | 14861 0.514

0 Welthh 69 8062 7767 15829  0.509

70 8426 7626 16052 0.525

71 7911 7452 15363 0.515

. . . 72 7578 7061 14639 0.518

WObel von r lelder nur dle Summen 73 8102 7514 15616  0.519

74 8031 7656 15687 0.512

. 75 7765 7683 15448 0.503

Z? ns 76 6113 5738 11851  0.516

Jj=1 J 77 8366 7779 16145 0.518

I 78 7952 7417 15369 0.517

xi - Z TV 79 8379 7687 16066 0.522

i—1 80 8239 7623 15862 0.519

V:1+Zj:1 nj 81 7840 7380 15220  0.515

82 7640 7288 14928 0.512

iiberliefert sind.
Definition (1) ist wie 2.1(1), nur ohne Limes-
bildung, welche in der Erfahrungswelt nun mal
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nicht vorkommt®. Letzteres ignorierend erhalten wir, ansonsten véllig analog zu
Beispiel 2.1, mit X = {0,1}, Z = X", C=2*, R ={Ce€C:C >r}, 7, =
v-te Koordinatenprojektion von Z auf X, ¢, == m![-] fir A = {1} dann

n

> (#u(4) € R).

v=1

R.S.(2) =

1
n
Interpretation von p:

(3) In jeder langen Folge konsekutiver Taufen ist (zumindest in London um das
Jahr 1670) der Anteil der Jungen unter den Tauflingen ungefahr 0.516 .

Bleibt nun hier vielleicht, anders als in 2.8(a,b), diese Interpretation giiltig wenn die

Konsekutivitatsforderung weggelassen wird? Wenn wir etwa
aus Arbuthnotts Daten nur die Jahre auswéhlen, welche auf ein Jahr mit einem

iiberdurchschnittlich hohen Jungenanteil, sagen wir > 0.520, folgen, erhalten wir
dann einen Jungenanteil ¢ von wieder ungefihr p = 0.516, oder miissten wir vielleicht
zum Ausgleich einen sptirbar kleineren Anteil erhalten? Die Rechnung ergibt

8%2:2 ;- (g—j > 0.520)

(4) ¢ = = = 0.518,
Ti—1
i (2=t > 0.520)

also tatsachlich ungefahr p.
(Die Daten und die bei der Berechnung von p und ¢ verwendeten R-Kommandos
stehen in der auf StudIP hochgeladenen Datei Arbuthnott-Daten.txt.)

2.10 Aufgabe (Kreiselnde Miinzen). Wie wahrscheinlich ist es, dass eine kreiselnde
Miinze mit “Zahl” nach oben zur Ruhe kommt?

Fixieren Sie ein Eurostiick und lassen Sie es auf einen glatten Untergrund, z.B.
einer Kiichentischplatte, 100 mal (haufiger wére eigentlich noch besser) hintereinan-
der auf dem Miinzrand schnell und ungestort kreiseln. In aller Regel wird die Miinze
bei jedem der 100 Versuche nach einer Weile auf einer Seite zur Ruhe kommen. In
diesem Fall notieren Sie eine 1, falls “Zahl” oben liegt, und eine 0, falls “Zahl” un-
ten liegt.” Sollte ausnahmsweise die Miinze auf dem Rand stehen bleiben oder vom
Tisch fallen, werde der jeweilige Versuch solange wiederholt, bis die Miinze das erste
Mal auf der Seite liegen bleibt. Wie grof§ ist der Anteil der Einsen

(a) bei allen Versuchen,
(b) bei den Versuchen mit ungerader Nummer,

(c) bei den Versuchen mit gerader Nummer,

6 Analog ist eine Geschwindigkeit in der Mathematischen Physik eine Ableitung, also ein Limes
von Differenzenquotienten, einer Bahnkurve, in der Experimentalphysik dagegen ein Differenzen-
quotient von Orts- und Zeitmessungen, mit vorzugsweise kleinem Zeitinkrement.

"Liste aufheben und immer mal wieder anschauen!
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(d) bei den Versuchen, welche auf ein Ergebnis “Eins” folgen?

Bei dieser Aufgabe ist wie iiblich eine Gruppenabgabe basierend auf einer Er-
gebnisfolge erlaubt, jedoch muss fiir volle Punktzahl jedes Gruppenmitglied seine
eigene Ergebnisfolge in einer txt-Datei wie folgt hochladen:

Schreiben Sie die 100 Nullen und Einsen untereinander in die txt-Datei (also
100 Zeilen mit nur je einem Zeichen); sonst darf die Datei nichts enthalten.

Nennen Sie die Datei KM2024_1234567 . txt, wobei 1234567 durch Thre (in der
Regel siebenstellige) Matrikelnummer zu ersetzen ist.

Die Datei ist in den Ordner “Hausarbeiten” zur Vorlesung hochzuladen.

Koénnen Sie die leicht von Hand ausfiihrbaren Rechnungen auch mit R erledigen?
Hinwerse:

Eingabe von getwd() in R sagt Ihnen, wo R Ihre Ergebnisdatei sucht. (Dies
konnten Sie auch mit setwd(...) dndern.)

Mit KM <- read.table("KM2024_ 1234567.txt") haben Sie die Zahlen dann
in R als sogenanntes data frame KM zur Verfiigung.

Data frames sind zur Bearbeitung komplizierterer, mehr als einspaltiger Ta-
bellen gedacht. Um nun hier die einzige Spalte als Vektor r zur weiteren Be-
rechnung zur Verfiigung zu haben, kann man r <- KM$V1 verwenden, dabei
ist V1 der Default-Name der ersten Spalte (wobei das V fir “Variable” steht).

Im Detail sind viele Losungen moglich. Was liefern z.B. sukzessive die Kom-
mandos x<c(0,1,0,1,1,0,1,0,0,1), x, sum(x), length(x), mean(x),
y<-x[2:10], g<-2%(1:5), x[g-1], x*y, z<-c(y,0) 7 O

Die Verteilung eines Quasikollektivs geméfl Definition 2.2 liefert Vorhersagen
iiber den durch die betrachtete Boole-Welt modellierten Ausschnitt der Erfahrungs-
welt, wie

in Beispiel 2.8 die Aussage 2.8(1),
in Beispiel 2.9 die Aussage 2.9(3),

in Aufgabe 2.10 vielleicht: In jeder langen Folge konsekutiver Miinzkreiselun-
gen (mit dem von Herrn Mattner verwendeten irischen Eurostiick) ist der
Anteil von “Zahl oben” ungefahr 0.4 .

Jedoch unterscheiden sich diese Beispiele wohl beziiglich der Bedeutung der jewei-
ligen Konsekutivitatsvoraussetzung: In Beispiel 2.8 ist sie wesentlich, wie 2.8(b)
besonders drastisch zeigt, in Beispiel 2.9 und Aufgabe 2.10 vielleicht nicht. Die nun
angesteuerte Verscharfung 2.12 der Definition 2.2 eliminiert Effekte wie in Beispiel
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2.8(a,b) und soll das vielleicht von Thnen in Aufgabe 2.10 beobachtete Verhalten
widerspiegeln.

Grob gesprochen fordert Definition 2.12 iiber 2.2 hinausgehend, dass sich die
Limetes in 2.2(1) nicht dndern, wenn nach einer “nichthellseherischen Regel” nur
manche, aber immer noch unendlich viele, der dortigen Indikatoren zur Berechnung
der relativen Haufigkeiten verwendet werden, d..h. wenn aus 2.12(1) auch 2.12(2)
fiir nach einer besagten Regel berechnete s € {0, 1} folgt. Dabei wird “nichthell-
seherisch” dahingehend prazisiert, dass s, als Funktion von v und den Indikatoren
(gpi(B) € R) mit ¢ € {1,...,v — 1} und B € A berechnet werden kénnen muss.
Zwei triviale Beispiele, gar nicht von den genannten Indikatoren abhéngend:

s, = 1 fiir jedes v € N,
1 ungerade
s, = {O} falls v { cerade } .

Ein einfaches nichttriviales Beispiel, 2.10(d) idealisierend: .4 := Potenzmengenalge-
bra auf {0,1}, By := {1}, s; :== 0, und

5, = (cp,,_l(Bo) € R) fur v > 2.

Die allgemeine Formalisierung dieser Idee ist naheliegend, aber leider nicht ganz
einfach lesbar:

2.11 Definition. Es sei A eine Boole-Algebra, und es sei

Ist weiter (C,R) eine Boole-Welt und ¢ = (¢,),en eine Folge von Boole-
Morphismen ¢, : A — C, so heifit fiir v € N

(1) 8, = S,AcRpes = S,,((goi(B) ER):ie{l,...,v—1},Be€ A)
die v-te Inklusionsindikation von S fir ¢, und R. O
In der obigen Definition ist S7 konstant, denn der Definitionsbereich von Sy, also
{O, 1}{1 ..... 0}xA _ {O, 1}0><A _ {07 1}@ — {@}’
ist einelementig. Weiter sind die Definitionsbereiche der S, paarweise disjunkt, so

dann durch S =,y S, definiert ist.
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2.12 Definition. Es sei ¢, ein Quasikollektiv in (C,R) mit der Verteilung P auf
A, und es sei § eine Menge von A-Auswahlregeln. Fiir jedes S € S gelte mit s,
gemaf 2.11(1) fir v € N unter der Nichtabbruchsbedingung

g Jm 3 s, = oo

n

> s, (pu(A) ER)

(2) lim = _ = P(A) fir Ac A
n—oo
2 Sy
v=1
Dann heifit @, ein S-Kollektiv in (C,R), mit der Verteilung P. O

2.13 Beispiele. (a) Quasikollektive. Es sei ¢, ein Quasikollektiv in (C,R), mit

eine Auswahlregel, und mit S = {1} ist ¢, ein S-Kollektiv, da fir S = 1 die
Limesbedingung 2.12(2) schon durch 2.2(1) gegeben ist.

(b) Kreiselnde Miinzen idealisiert. Analog zur Formalisierung in Beispiel 2.1 sei
X = {0,1}, A = Potenzmengenalgebra auf X, C := Potenzmengenalgebra auf X,

(1) r “:= Ergebnis einer unendlichen Folge von Kreiselungen” € XN,

R={CeC:C >r},ud ¢, = m'[]: A — C die Urbildbildung der v-
ten Koordinatenprojektion fiir » € N. Dann ist “nach Aufgabe 2.10(a)” vielleicht®
©e €in Quasikollektiv in (C,R) mit einer Verteilung P auf A, bestimmt durch ein
p € [0,1] mit P({1}) = p.

Weiter ist mit den Auswahlregeln S, T, U, definiert durch
S,(f) = (v ungerade),
T,(f) = (v gerade),

0 falls v = 1,
i) = { oy e 22

{S, T, U}-Kollektiv; hier ist gemaf 2.11(1) fir v € N

s, = (v ungerade),
t, = (v gerade),
0 falls v =1,
(2) Uy = { (%-1({1}) e R) - (TV_1 = 1) falls v > 2;

8Rein mathematisch gesehen ist von einem unspezifizierten r € {0, 1} die Rede, welches die
im folgenden betrachteten Eigenschaften haben kénnte oder auch nicht; der in Anfithrungsstriche
gesetzte Teil von (1) beschreibt lediglich unsere aulermathematische Interpretation.
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dabei ist die Rechnung zur letzten Gleichung (2) im Fall v > 2 ausfiihrlicher

u, = U((@(B)eR) rie{l,...,v—1}BeA)
= (p{1}) €R)
(m {1 o7r) = (ma ef1}) = (na=1) -

Allgemeine Interpretation von 2.11(1) und 2.12(2): s, = 1 bedeutet, aufgrund
des Eintretens oder Nichteintretens gewisser mittels der ¢y, ..., ¢,_1 beschreibba-
rer Weltereignisse zu entscheiden, dass die “¢,-Ereignisse” in der Mittelbildung
in 2.12(2) berticksichtigt werden. Dabei héngt im Beispiel 2.13(b) im Fall der Aus-
wahlregeln S und 7' die Entscheidung von keinem der mittels ¢4, . .., ¢, beschreib-
baren Weltereignisse ab, und im Fall von U nur von ¢, ({1}).

2.14 Aufgabe (Nullen und Einsen von RANDOM.ORG). Verschaffen Sie sich eine Fol-
ge v von N = 10000 “zufilligen” Nullen und Einsen, indem Sie entweder eine
Miinze N mal werfen oder den auf https://www.random.org/integers/ zur Ver-
fiigung stehenden Random Integer Generator nutzen. Verhalt sich Ihre Folge wie ein
Anfangsstiick eines Kollektivs?

Berechnen Sie dazu mit R naherungsweise die entsprechenden Grenzwerte relati-
ver Haufigkeiten fiir die Auswahlregeln “Alle”; “Jede zehnte Zahl” (10 Startwerte!),
“Jede mit Quadratzahlindex”, sowie “Jede nach (mindestens) k konsekutiven Nul-
len” (fir k € {1,2,3,5}).

Anleitung: Um die vom Random Integer Generator produzierten Zahlen nach
R zu transportieren, kann man diese etwa in einer langen Spalte in einen Textfile
Richard kopieren, und hat die Zahlen dann mit R <- read.table("Richard") in
R als sogenanntes data frame R zur Verfiigung. Wie schon in Aufgabe 2.10 bemerkt,
liefert nun r <- R$V1 die einzige Spalte von R als Vektor r. [

2.15 Aufgabe. Formalisieren Sie die Situation aus Aufgabe 2.14 analog zu Bei-
spiel 2.13(b). O

Verteilungen von S-Kollektiven haben eine umso groflere empirische Bedeutung,
je grofler S ist. Siehe etwa die recht eingeschrankte empirische Bedeutung des Quasi-
kollektivs, also {1}-Kollektivs, aus Beispiel 2.8. Fur die WT, im Sinne der Einleitung
dieses Skriptums, ist zunéchst jedoch nur die in Satz 2.6 festgestellte Wahrschein-
lichkeitsinhaltseigenschaft einer Verteilung eines Quasikollektivs ¢, relevant.

Dennoch stellt sich zu einem gegebenen Wahrscheinlichkeitsinhalt P die Frage:
Gibt es S-Kollektive mit der Verteilung P und grofien S7 Und gibt es iiberhaupt
Quasikollektive mit der Verteilung P?

YWie liegen diese, also die ¢, (A) mit A € A, in C? Siehe dazu Aufgabe A.20(c).


https://www.random.org/integers/
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2.16 Satz (Widerspruchsfreiheitssatz von Feller'?, 1939). Es sei P ein Wahrschein-
lichkeitsinhalt auf einer Boole-Algebra A. Es gebe eine abzihlbare Menge Ay C A
mit
(1) P(A) = sup P(B) firAe A.

BeAy,B<A
Dann gibt es zu jeder abzdihlbaren Menge S von A-Auswahlregeln ein S-Kollektiv
mit der Verteilung P.

Beweis. Siehe Feller (1939)." O

In der Regularitdtsvoraussetzung (1) bezeichnet natturlich “<” die in Aufga-
be A.13 eingefithrte Ordnungsrelation auf der Boole-Algebra A, im Spezialfall ei-
ner Mengenalgebra also die Teilmengenrelation. Diese Voraussetzung ist kaum ein-
schrankend: Sie ist einerseits fiir die ab Definition 3.2 in diesen Vorlesungen fast aus-
schliefllich betrachteten elementaren Wahrscheinlichkeitsmafle, und diese sind nach
Satz 3.3 auch Wahrscheinlichkeitsinhalte auf einer Potenzmengenalgebra geméfl De-
finition 2.3, stets erfiillt, siche Satz 3.16, also beispielsweise fiir die speziellen Vertei-
lungen aus 3.12. Andererseits ist sie auch fiir die allgemeineren Wahrscheinlichkeits-
mafe der MIT und WT geméfl Bemerkung 12.21 bei Beschrankung auf geeignete
Definitionsalgebren erfiillt, wie in der folgenden Aufgabe exemplarisch prazisiert:

2.17 Aufgabe. Analog zu Beispiel A.3(c) ist offenbar
A = {ACJ0,1] : A endliche Vereinigung von Intervallen}

eine Mengenalgebra. Fir ein Intervall J C [0,1], also J € {]a,bl[,]a,b], [a,b], [a,b]}
mit 0 < a <b<1,sei Py(J) dessen Lange, also b—a. In der MIT wird gezeigt, dass
durch

(1) P(A) = > Py(Jr) fallsneNyund A= (] J, mit p.d. Intervallen Jj,
k=1 k=1

ein Wahrscheinlichkeitsinhalt P auf A wohldefiniert wird.'? Zeigen Sie, dass es dann
eine abzahlbare Menge Ay C A mit 2.16(1) gibt.'? O

0Hjer verallgemeinert durch eine einfache Anwendung des Satzes von Stone A.17; Fellers For-
mulierung entspricht dem Spezialfall wo A als Mengenalgebra vorausgesetzt ist.

" Eine hoffentlich leichter lesbare Fassung des Beweises steht in einer demnéchst fertigzustellen-
den Arbeit Thres Dozenten.

127um Beispiel so: Wenn man das Lebesgue-Maf$} auf der Borel-o-Algebra des Intervalls [0, 1] wie
auch immer konstruiert hat, so ist P dessen Restriktion auf A, und die Wohldefiniertheit in (1)
ergibt sich aus der Additivitéat.

13Bemerkungen fiir Kenner der MIT: 1. Ersetzt man das obige A durch A := Borel-o-Algebra
auf [0, 1], und dementsprechend P durch das Lebesgue-Maf$ auf dieser, so gibt es keine abzéhlbare
Menge Ag C A mit 2.16(1), denn fiir jede abzéhlbare Menge Ag C A kann man fiir jedes nichtleere
B € A ein yz € B wihlen und hat dann mit A == [0,1]\ {yz : B € Ay, P(B) > 0} ein Element
von A mit P(A) =1, aber P(B) = 0 fiir jedes B € Ay mit B C A.

2. Die in der Aufgabe zu zeigende Aussage gilt allgemeiner fiir jede Restriktion, auf die In-
tervallalgebra A, eines Wahrscheinlichkeitsmafies auf der Borel-o-Algebra, mit nur unwesentlich
komplizierterem Beweis.
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Die Definitionen 2.11 und 2.12 prézisieren die Vorstellung der Unempfindlich-
keit der Limites in 2.2(1) gegen eine Auswahl nur mancher (aber unendlich vie-
ler) der dort vorkommenden Indikatoren nach “nichthellseherischen” Regeln, und
Satz 2.16 zeigt, dass diese Prézisierung widerspruchsfrei ist. Dabei stellt die Ab-
zahlbarkeitsvoraussetzung an S keine praktische Einschrankung dar, da tiberhaupt
nur abzahlbar viele “Regeln” hinschreibbar sind. Die in den Definitionen prazisierte
Vorstellung der “Nichthellseherei”, also die “Berechenbarkeit von s, aus den ;-
Ereignissen mit ¢ < v”, ist dabei eine nicht nur anschaulich naheliegende, sondern
auch mathematisch nicht iiberfliissige Bedingung:

Setzt man, bei gegebenem Quasikollektiv ¢, in (C,R) mit der Verteilung P
auf A, im Gegensatz zu 2.11(1) speziell

(2) s, = (p,(By) €R) firveN

mit einem festen By € A mit P(By) > 0, also s, fast wie in 2.11(1) oder wie
spezieller u,, in 2.13(2), aber eben gerade nicht mehr aus den ¢;(B) mit B € A und
i < v berechenbar, so existiert zwar stets der Limes links in 2.12(2), ist aber oft
von P(A) verschieden. Dies fiithrt hier in Satz 2.18 auf den Begriff der bedingten
Wahrscheinlichkeit, und in einem extremen Spezialfall in Korollar 2.19 zu einem
Scheingegenbeispiel'* zu Satz 2.16. Zum Vergleich der Limites in 2.12(2) unter
Verwendung der s, aus (2) mit den Limites aus 2.18(1) beachten wir

3) s (oA eR) = (p(A)ER, @u(By) €R) fiir Ac Aund v eN.

2.18 Satz. Es sei o ein Quasikollektiv in der Boole-Welt (C, R) mit der Verteilung
P auf der Merkmalalgebra A, und es sei B € A mit P(B) > 0. Dann existiert"

M=

(1) P(A|B) = lim* (B ER 2B ER)  panp) Jir Ac A
e (%(B) € 72) P(B)

NgE

v=1

und heifst die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben das bedingende Er-
eignis B. Die damit auf A definierte Funktion P( - | B) heifit die bedingte Ver-
teilung von p, gegeben B. [

Beweis. Wegen der definierenden FEigenschaft 1.20(1) der Realitdt R im ersten
Schritt und der Morphismuseigenschaft der ¢, im zweiten gilt

(e(A) R, @u(B)€R) = (pu(A)A@(B)eR) = (p,(AAB)ER),

4Ein Beispiel, welches einer betrachteten Aussage zwar nicht widerspricht, wohl aber einer
irgendwie nicht vollig fernliegenden Abwandlung der Aussage.

15Wir setzen 0/0 := 0; damit ist der in (1) rechts auftretende Bruch stets definiert, was er aber,
wegen der Voraussetzung P(B) > 0, ab einem ng auch ohne diese Konvention ist.
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und damit ist der in (1) zu limitierende Bruch gleich

(es(ANB) €R)

1

> (#(B) €R)

v=1

n
1
w2
v=
1
n

und konvergiert also gegen R.S.(1). O
Interpretationsbeispiele zu Satz 2.18 bringt Kapitel 6, unter anderem:

Wer haufig Doppelkopf spielt, muss bei ungefahr 11 von 35 Bléattern
ohne eigene Kreuz-Dame mit einer Hochzeit rechnen.

(2)

2.19 Korollar (Scheingegenbeispiel zu Satz 2.16). Es sei o ein Quasikollektiv in
(C,R) mit der nichtdegenerierten Verteilung P auf der Merkmalalgebra A. Dann
gibt es eine A-Auswahlregel S fiir die mit der Notation 2.11(1) zwar 2.12(1), aber
nicht 2.12(2) gilt.

Beweis. Mit einem aufgrund der vorausgesetzten Nichtdegeneriertheit existierenden
By € A mit P(By) € ]0,1[ definieren wir s, € {0,1} durch 2.17(2), und damit
S = U,en Sy durch

S,(f) = s, firveNund fe{0,1}Hr1xA

Dann gilt lim,, o > 0_; S, = 00 wegen lim,, % Sr 18, = P(By) >0, esist S eine
A-Auswahlregel, die hiesigen s, aus 2.17(2) sind gleich den s, aus 2.11(1) mit dem
hiesigen S, und damit gilt zwar 2.12(1), aber speziell fiir A := By

P(By A By)
LS. 212(22) = ————F =1 R.S. 2.12(2
@ = "5 / )
nach 2.17(2,3) und 2.18(1) angewandt auf A .= B := B. O

Dies steht in keinem Widerspruch zu Satz 2.16.

2.20 Bemerkung (2.9« ). Ist ¢ = 0.518 in 2.9(4) mittels einer Auswahlregel
entstanden (bei idealisierender Betrachtung)? Nun, Ihr Dozent hatte erst auf die
Arbuthnott-Daten auf p. 20 geschaut um sicherzugehen, dass “> 0.520” mindestens
ein paar mal vorkommt, und sich erst dann endgiiltig entschieden, ¢ zu berechnen.
Diese Art der “Auswahl” passt jedoch nicht zur Definition 2.11. Zwei passendere
Beispiele waren

%x(l‘;z<x;1) %2:3;.. zioy _ elowy
i= v n;—2 ni—1 i= v ni_1 j=1 "
und ,
& T2 Ty & iy _ =l o
2 M- (ni—2 < ni—l) >N miy X
1=3 =2 J :

also “nur Jahre nach einem Anstieg” und “nur Jahre nach einem Rekord”. O
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Mit Definition 2.12, ihrer Illustration durch Beispiele wie etwa in den Aufga-
ben 2.14 und 2.15, der Feststellung ihrer Widerspruchsfreiheit in Satz 2.16, und mit
der Herleitung des Begriffs der bedingten Wahrscheinlichkeit in Satz 2.18, ist unse-
re Einfithrung des (empiristischen, von Mises folgenden) Wahrscheinlichkeitsbegriffs
abgeschlossen, und wir wenden uns ab Kapitel 3 der Wahrscheinlichkeitsrechnung im
engeren Sinne, also dem Rechnen mit Wahrscheinlichkeitsinhalten, hier spezialisiert
auf elementare Wahrscheinlichkeitsmafe, zu.
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3 Elementare Wahrscheinlichkeitsraume

Wir beschrianken uns ab jetzt der Einfachheit halber bis auf weiteres auf elemen-
tare Wahrscheinlichkeitsraume. Diese erscheinen einerseits - weiter spezialisiert auf
abzahlbare oder sogar endliche Grundraume — sowohl fiir die Schulstochastik als
auch fiir die meisten Anwendungen in der Informatik ausreichend, und ihr Studi-
um ist andererseits eine gute Vorbereitung fiir die allgemeine, auf der Maf- und
Integrationstheorie aufbauende Wahrscheinlichkeitstheorie.

Die elementare Wahrscheinlichkeitstheorie baut auf der Summentheorie auf.

3.1 Bemerkung (Summen in [0, 00] mit beliebig vielen Summanden). Fiir eine
Familie x = (z; : ¢ € I) in [0, 00], also z € [0, 00]! mit einer beliebigen Menge I,
heif}t

(1) o o= Yz o= sup{in:IOQIendlich} € [0,00]

i€l i€l
ihre Summe. Fiir z € [0,00]" gelten damit Rechenregeln wie fiir Summen mit
endlichen Indexmengen, wie zum Beispiel

(2) I=U I Lpd = Y a=> > = (Umordnungssatz),

aEA aEA i€l

sowie die Implikation

(3) Zx<oo = Iy={ie€l:x; >0} abzihlbar, Zx:ZmZ

i€l
Fiir mehr dazu, wie spéter in Kapitel 10 bei der Einfithrung von Erwartungswerten
benotigt, siche Anhang B. m

Siehe p. xiv fiir den ab jetzt verwendeten Begriff “Quasipartition”.

3.2 Definition. Es sei 2 eine Menge und es sei P : 29 cine Funktion mit den
Eigenschaften

(1) P(A) € [0,00] fir ACQ (Positivitat),
(2) > P(A) = 1 firjede Quasipartition A von Q (totale Additivitit
AeA
und Normiertheit).

Dann heiit (2, P) elementarer' Wahrscheinlichkeitsraum, mit dem (elemen-
tarem) Grundraum 2 und dem (elementaren) Wahrscheinlichkeitsmafl P
auf . Die Elemente von 2 heifien Ereignisse?, die von 2 Ergebnisse. Die ein-
elementigen Ereignisse heiflen Elementarereignisse, deren Wahrscheinlichkeiten
Einzelwahrscheinlichkeiten. () heifit unmogliches Ereignis, () sicheres Er-
eignis. O

Tn der Literatur findet man statt “elementar” oft “diskret”, was jedoch in der allgemeineren
mafltheoretischen WT nicht ganz dasselbe bezeichnet.
2Im Sinne der EWT aus Kapitel 2 genauer: Modellereignisse.
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Die kurz und biindig die gewiinschten Eigenschaften von P postulierende Defini-
tion 3.2 mag als etwas abstrakt empfunden werden. Sie kann dquivalent “konkreter”,
aber dann umstandlicher, gemafl Bemerkung 3.9 unten formuliert werden, wie zum
Beispiel bei Diimbgen (2003, p. 10, Definition 2.8), Storch/Wiebe (2003, Definitio-
nen 7.A.6 und 7.A.8), oder Henze (2021, die “Reparatur” 22.2 der Definition 22.1).

Vereinbarung: Wir lassen ab hier bis auf weiteres zur Abkiirzung
das Adjektiv “elementar” meist weg.

Statt “Wahrscheinlichkeitsmaf3” sagt man auch Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung oder kurz Verteilung. Statt “Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2” sagt man auch,
richtiger aber etwas pedantisch, “Wahrscheinlichkeitsmaf auf 297,

Wir lesen P(A) als “P von A” oder auch als “Wahrscheinlichkeit von A”.
Neben P werden natiirlich auch andere Buchstaben zur Bezeichnung von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen verwendet, zum Beispiel P, () und R.

Fiir Ereignisse A C € sei im folgenden A¢ := Q\ A das Komplement von A in €.

3.3 Satz (Rechenregeln). Es sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann ist Q
nichtleer, und fir A,B C Q und fir jede Familie Ay = (A;)ic; von Ereignissen
A; € Q gelten die Rechenregeln

(1) P0) = 0, (Nulltreue),

(2) P(Q) = 1, (Normiertheit),

(3) p(A) < [0.1],

(4) P(A) = 1—P(A9 (Komplementaritit),

(5) A, B disjunkt = P(AUB)= P(A)+ P(B) ((paarw.) Additivitét),

(6) P(AUB) = P(A)+P(B)—P(AnB) (Siebformel, n=2),

(7) P(AUB) < P(A)+ P(B) (paarweise Subadditivitat),

(8) ACB = P(A) <P(B) (Isotonie),

9) ACB = P(B\A)=P(B)-P(A) (Subtraktivitit),

(10) Acpd. = P(UA) =Y P(A) (totale Additivitit),

iel el

(11) As Quasipart. v. Q = Y P(4;) =1 (tot. Add. u. Normiertheit),

iel

(12) P(UJ 4

A
g
o,
=

(totale Subadditivitat),

iel icl
(13) AcUA = PA) <> PA),
i€l icl

(14) P(A)=0firiel = P(|JA;) =0, P(4) =1firiel = P(()A) =1

iel iel
Insbesondere ist P ein Wahrscheinlichkeitsinhalt auf der Potenzmengenalgebra 2.

Die Wichtigkeit von (4) fiir konkrete Rechnungen kann nicht tiberbetont werden.
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Beweis. Q # (): Im Fall Q = () wére () eine Quasipartition (tatsichlich die einzige
Partition, neben der Quaispartition {(}) von 2, und wir erhielten den Widerspruch
0=>4cp P(A) =1, mit 3.2(2) im zweiten Schritt.

(2) ist 3.2(2) mit der Quasipartition A = {2}.

(3), (4): 3.2(2) mit der Quasipartition A = {4, A°} liefert P(A) + P(A°) =1
(denn A # A wegen Q # )), und mit 3.2(1) folgt P(A) < 1 und P(A°) <1 < oo,
also (3) und (4).

(1) folgt aus (4) mit A := () unter Benutzung von (2).

(10): A4 sei p.d. Wegen (1) kann ohne Einschrankung A; # () fir ¢ € I, und damit
die Injektivitdt von A,, angenommen werden. Mit A = J;c; A; liefert 3.2(2) ange-
wandt auf die Quasipartition {A4; : ¢ € I} U {A°} folglich 1 = P(A°) + ¥,c; P(4)),
und mit (4) folgt R.S.(10).

(11): Klar mit (10) und (2).

(5) ist ein Spezialfall von (10), mit I == {1,2}, A; = A, Ay = B.

P ist ein Wahrscheinlichkeitsinhalt wegen (1-3, 5).

(6): Die drei Mengen A\ B, AN B, B\ A sind paarweise disjunkt und mit(5) folgt
P(A)=P(A\BUANB)=P(A\B)+P(ANB), P(B)=P(B\A)+P(ANB),
und P(AUB)=P(A\BU ANBU B\ A)=P(A\B)+ P(ANB)+ P(B\ A).
Einsetzen der drei erhaltenen Ausdriicke in (6) verifiziert die Behauptung. Dass die

dabei auftretenden Subtraktionen erlaubt sind und iiberhaupt die rechte Seite von
(6) definiert ist, ergibt sich aus der in (3) enthaltenen Endlichkeit von P.

(7), (8): Ubung.
(9): Anwendung der Additivitat (5) auf die disjunkten Mengen A und B\ A.

Beweis von (12) im Spezialfall I abzihlbar®: Ohne Einschrinkung kann an-
genommen werden, dass I = {1,...,n} fir ein n € Ny oder I = N gilt. Mit

3Der allgemeine Fall kommt praktisch nie vor und ist anscheinend schwerer zu beweisen. Wir
geben hier zwei Beweise. Der erste benutzt das folgende allgemeine

Disjunktifizierungslemma. Zu jeder Familie (A; : i € I) von Mengen gibt es eine Familie
(B; : i € I) paarweise disjunkter Mengen mit B; C A; fiiri € I und (J,c; Bi = ;¢  As-

Beweis: Mit der gegebenen Indexmenge I sei M die Menge aller Familien Cy = (C; : i € 1)
paarweise disjunkter Mengen mit C; C A; fur ¢ € I. Fir Co, Dy € M definieren wir Cy < D,
& C; C D; fir ¢ € I. Damit ist (M, <) eine partiell geordnete Menge. Nach dem Hausdorffschen
Maximalkettensatz (siehe zum Beispiel Rudin 1987, p. 396, oder Halmos 1960, Section 16) enthélt
M eine maximale Kette C, d.h. es gilt C C M, C ist beziiglich < total geordnet (< C ist Kette),
und es gibt keine beziiglich < total geordnete Menge D C M mit D D C (& C ist ist eine
beziiglich der Mengeninklusion maximale Kette). Mit einem solchen C setzen wir B; = ¢, ¢ Ci
fiir ¢ € I. Wegen der Ketteneigenschaft von C ist dann (B; : ¢ € I) eine Familie paarweise disjunkter
Mengen. Offensichtlich gilt | J;c; Bi € U;c; Ai, und wegen der Maximalitit von C kann hier keine

iel
echte Inklusion (d.h. “¢”) vorliegen. O
Erster Beweis von (12) im allgemeinen Fall: Mit (B; : i € I) wie im Disjunktifizierungslemma
gilt (15). O

Ein zweiter Beweis benutzt den abzéhlbaren Spezialfall und, ohne Zirkelschluss, den spéteren
Satz 3.8:

Zweiter Beweis von (12) im allgemeinen Fall: Nach Satz 3.8 gibt es eine abzéhlbare Menge
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B, = A@'\Uj;ll A;firi e I, also By = Ay, By = Ay \ A1, B3 = A3\ A1 U A, usw., gilt
User Ai = Uier By, denn “27 ist trivial und fir w € L.S. und ¢ .= min{i’ € I : w €
Ay} gilt w € B; C R.S., und die B; sind paarweise disjunkt, wegen B, C AS C BY
fir k > i. Es folgt, mit (10) im zweiten Schritt und (8) im dritten,

(15) P(U4) = P(UB) = X PB) < S PA).
iel i€l i€l iel
(Die endliche oder unendliche Folge B, heifit Disjunktifizierung der Folge A,.)
(13): Ubung.
(14): Gilt P(A;) =0 fiir ¢ € I, so liefern (12) und (3)

0 < P(UAi) < 30 = 0.

el i€l

Damit und mit (4) ergibt sich im Fall von P(A;) =1 furi e I

P(ﬂA,-) — 1—P(UA§) . O

el i€l

3.4 Bemerkung. Die letzte Aussage in Satz 3.3 ist nicht umkehrbar:

Fiir den Wahrscheinlichkeitsinhalt P aus Aufgabe 2.17 ist P({w}) = P(jw,w]) =
w—w=0firwe|0,1] = Q, also > cqo P{w}) =0 # 1 im Gegensatz zu 3.3(11).
Nun ist P gar nicht auf ganz 29 definiert, also auch schon deswegen gar kein ele-
mentares Wahrscheinlichkeitsmaf, lasst sich aber (zum Beispiel nach Elstrodt (2018,
p. 4, Satz von Banach (1923)) zu einem Wahrscheinlichkeitsinhalt @ auf 2 fortset-
zen, der dann wegen > co @({w}) = 0 # 1 kein elementares Wahrscheinlichkeits-
maf} sein kann.

Ubrigens ist jedes derartige Q auch kein (nichtelementares) Wahrscheinlichkeits-
maf im Sinne der MIT, siehe dazu etwa Elstrodt (2018, p. 5, Satz von Vitali (1905))
und Dudley (2002, p. 526, Satz von Banach und Kuratowski (1929)). O

3.5 Aufgabe (Mogliche Durchschnittswahrscheinlichkeiten). Es seien A und B stets
Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mit P(A) = 0.4 und P(B) =
0.75.

(a) Zeigen Sie, dass P(AN B) > 0.15 gilt.
(b) Konstruieren Sie 2, P, A und B so, dass #(€2) =4 und P(AN B) = 0.2 gilt.

(c) Geben Sie alle Werte fir P(A N B) an, die bei geeigneter Wahl von (€, P)
auftreten konnen.

Hinweis: Satz 3.6(b) darf hier schon benutzt werden. O

Ao € Ujer Ai = A mit P(A) = P(Ag). Wegen Ag C |J;c; Ai kénnen wir zu jedem x € Ap ein
i(z) € I mit z € Aj(y) auswihlen. Damit ist Iy := {i(z) : © € Ao} abzihlbar und Ag C ¢, 4i-
Unter Verwendung des abzihlbaren Spezialfalls von (12) folgt P(A) = P(Ag) < >, P(A;) <
Zie] P(4;). O
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Wir zeigen nun, dass ein elementares Wahrscheinlichkeitsmafl schon durch seine
Einzelwahrscheinlichkeiten festgelegt ist:

3.6 Satz. (a) Es sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Mit

(1) plw) = P({w}) fiir w € Q

gilt dann

(2) p(w) € [0,1] fir w e Q,

(3) d oplw) =1 (Normiertheit),
we

(4) P(A) = > plw)  firACQ.

(b) Es sei Q2 eine Menge und es sei p : Q — [0,00] eine Funktion mit (3). Dann
definiert (4), mit “=" ersetzt durch “=", ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf 2, und

”

es gilt (1) mit “=" ersetzt durch “=".

Beweis. (a) (2) ist 3.3(3) mit A = {w}.

(4) ist 3.3(10) mit A, = {w} fir w € A.

(3) ist (4) mit A =, wegen 3.3(2).

(b) Es ist P : 29 eine Funktion mit 3.2(1). Fiir jede Quasipartition A von € ist
Q = Ugea A mit id4 p.d., also mit dem Umordnungssatz 3.1(2) im zweiten Schritt

Y P(A) = Y Y pw) = > plw) = 1;

AcA AcAweA weN
folglich gilt auch 3.2(2). Weiter gilt fiir w € Q auch P({w}) = Xy /equy p(W') = p(w);
also gilt (1) mit “:=” ersetzt durch “=" O

3.7 Definition. Jede Funktion p : © — [0,00] mit 3.6(3) heit Dichte, genau-
er (elementare) (Wahrscheinlichkeits)zéhldichte oder auch Wahrscheinlich-
keitsfunktion, auf Q. Die Menge all dieser Dichten bezeichnen wir mit prob(£2),
die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf {2 mit Prob((2). O

Es ist also

prob() = {pel0.1”: X plw) =1},

weN

wobei zum Nachweis von p € prob(Q) statt der ersten Bedingung p € [0, 1] nur
p € [0, 0] nachgepriift zu werden braucht, wegen Satz 3.6(b) und 3.6(2).

Nach Satz 3.6 sind bei gegebener Grundmenge 2 die dort betrachteten Abbil-
dungen Prob(2) 3 P — p € prob(f2) und prob(2)  p — P € Prob(Q2) zueinander
inverse Bijektionen; daher rechnet man in konkreten Fallen je nach Bequemlichkeit
mal direkt mit P, mal mit p.
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Oft bezeichnet man die zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl P gehorige Dichte
auch mit einem anderen Buchstaben, z.B. gerne mit f oder, wenn noch weitere
Wabhrscheinlichkeitsmafle vorkommen, mit fp.

Jede elementare Verteilung ist in abzahlbar vielen Punkten konzentriert:

3.8 Satz. Es sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit zugehoériger Dichte p.
Dann ist die Menge

(1) Qy = {weQ: pw)>0}
abzdhlbar, und es gilt
(2) P(A) = > plw) = PANQ) fir A C Q.

weEANQ

Beweis. Aus 3.6(3) und 3.1(3) ergibt sich die Abzéhlbarkeit von Q. Anwendung
von 3.6(4) und 3.1(3) mit 7 := A und Iy = AN liefert die erste Gleichung in (2).
Nochmals 3.6(4), angewandt auf A N g, liefert die zweite Gleichheit in (2). O

Aus den Sétzen 3.6 und 3.8 ergibt sich leicht:

3.9 Bemerkung. Es sei € eine Menge und P : 22 ein Funktion. Dann ist P genau
dann ein elementares Wahrscheinlichkeitsmaf} auf {2, wenn es eine abzéhlbare Menge
Qp C © und eine Funktion py : £ — [0, 00] mit Y, eq po(w) =1 und

(1) PA) = Y plw) firACO

weANQ,

gibt. Dabei konnen die Summen rechts in (1) geméf Satz B.15 auch als Grenzwerte
unendlicher Reihen, jeweils beziiglich einer beliebigen Abzdhlung, gelesen werden,
was manchem “elementarer” als die Verwendung des allgemeinen Summenbegriffs
aus Bemerkung 3.1 erscheinen mag. O

3.10 Definition. Es sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heifit jede Menge
A C Q mit P(A) = 0 eine Nullmenge, jede mit P(A) = 1 eine Einsmenge, oder
ein Trager (im weiteren Sinne), von P. Die beztiglich Mengeninklusion kleinste
Einsmenge von P, also die Menge 2y aus 3.8(1), heifit der Trager (im engeren
Sinn), oder kleinster Trager, von P, und wird mit Supp P bezeichnet.? O

Rechenregel 3.3(14) sagt damit: Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmen-
gen, Schnitte von Einsmengen sind Einsmengen

In einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) ist einerseits stets () eine Nullmen-
ge, und andererseits €2 \ Supp P die beziiglich Mengeninklusion gréfite Nullmenge.
Nichtleere Nullmengen werden oft als lastig empfunden, was eine Motivation fiir die
folgende Vereinbarung ist.

4Von engl. support = dt. Triger. Oft “supp” geschrieben; hier grofl da Menge, analog zu Argmax
in Definition 3.21.
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3.11 Vereinbarung. Sind (§2;, P;) und (€22, P2) zwei Wahrscheinlichkeitsraume mit
Pl(Ql N Qg) =1= PQ(Ql N Qg) und

Pl(A) = PQ(A) fﬂI‘AngﬂQQ,

so benennen wir oft P; und P, gleich, und ebenso die zugehorigen Dichten. Insbeson-
dere bezeichnen wir bei gegebenem Wahrscheinlichkeitsraum (£2g, Py) und gegebener
Menge 2 D €y das durch

definierte Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf Q oft wieder mit F,. O

Zum Beispiel sehen wir in diesem Sinne die unten in 3.12 als ein Element von
Prob(Np) definierte Binomialverteilung B,,, gerne als ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf {0,...,n} an, aber manchmal auch als eine Verteilung auf R. In diesem Sinne
schreiben wir fir Grundmengen X C ) gelegentlich auch Prob(X) C Prob()) und
prob(X) C prob()), was wortlich genommen im Fall X ## ) Unsinn ist.

Ein wesentlicher Teil der Wahrscheinlichkeitsrechnung widmet sich dem Studi-
um gewisser spezieller Verteilungen, welche sich fiir die verschiedensten inner- und
aulermathematischen Anwendungen als wichtig erwiesen haben. Nun kénnen die
meisten dieser Verteilungen auf nattirliche Weise in einer einfithrenden Vorlesung
wie dieser erst recht spit eingefithrt werden, zum Beispiel die besonders wichtigen
Binomialverteilungen als Verteilungen von Trefferzahlen in Bernoulli-Ketten erst
nach der Einfithrung von Zufallsgrofien, Unabhangigkeit, bedingten Wahrschein-
lichkeiten, und Kopplungsmodellen endlich in Kapitel 9.° Andererseits sollten sie
als Beispielmaterial moglichst frith zur Verfiigung stehen. Wir lassen daher hier
fiir den - im hiesigen elementaren Rahmen wichtigsten - Fall des Grundraumes Nj
die allerwichtigsten speziellen Verteilungen per Definition durch ihre Dichten vom
Himmel fallen:

3.12 Die wichtigsten Verteilungen auf N,. Die Tabelle auf der folgenden Seite
behauptet zunéchst, dass die jeweilige Funktion f unter den angegebenen Restrik-
tionen an die Parameter eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf Ny ist, und insbesondere
fir € —N automatisch den Wert 0 liefert, mit den auf Seite xv eingefiihrten In-
dikatorschreibweisen, der allgemeinen Definition 4.2(1,3) der Binomialkoeffizienten
(i) mit k € Z, und der starken Nullkonvention B.7(2). Fir Beweise siehe 3.13, 3.15,
4.8(b).

Die mit P bezeichnete Spalte gibt das von uns fiir die Verteilung verwendete
Symbol an. Mit Ausnahme der Dirac-Verteilungen o, bezeichnen wir die zugehorigen
Dichten mit den entsprechenden klein geschriebenen Buchstaben oder Buchstaben-
kombinationen, also b, , by, , Py, hnrp, g, 0bryp.

Gelegentlich niitzlich sind noch streng genommen unlogische Schreibweisen wie
etwa Bj,—10 p=0.4 fiir Big .4, oder p,_, fiir p;, bei denen die Kenntnis von Parameter-
benennungskonventionen einen Riickschluss auf das jeweils bezeichnete Objekt er-
leichtert.

®Das wird auch von anderen Autoren so gesehen, siehe etwa Henze (2021, Kapitel 18).



Name P Parameter Dichte Z>x > f(z):=| Supp P w(P) | o*(P) f(z)inR Genese
Dirac-Verteilung | &, a € Ny (x = a) {a} a 0 x==a 5.8
Bernoulli-Vert. B, |pe€l0,1] 1oy (z) - p*(1—p)=* | {0,1} falls p € ]0,1] | p p(l—p) dbinom(x,1,p) |5.9
Binomialvert. B., |neNypel0,1] (Z)pl’(l —p)" T {0,...,n} falls p € ]0,1]| np np(l —p) |dbinom(x,n,p) 7.11(peQ),9.5
Poisson-Vert. Py A € [0, 00] Ly, () - e7*27 Ny falls A > 0 A A dpois(x,lambda) | 4.11(A=1),11.1
hypergeometr. V. | Hy, ., | n,rb € No,n<r+b (;) (nfx)/(’":b) {(n=0)y,...,nAT} | 25 % dhyper (x,r,b,n) | 5.15,7.11
geometrische Vert.| G, |p€]0,1] 1y, () - p(1 —p)* Ny falls p < 1 1%’ 1});21’ dgeom(x,p) 9.20
Negativbinomialv. | NB,. , | r € [0, 00[, p € ]0, 1] (”;*1)]9”(1 —p)* Ny falls r > 0,p < 1 rlp%p rlp%p dnbinom(x,r,p) |9.20

Spezialfalle: B, = By, G, = NBy,,.

Degenerierte Spemalfalle 5a7 B() = 50, Bl = 61, Bn,O = BO,p = 50, Bn,l = 5n7 PO = (50, H()m,b = Hn,O,b = 50, Hn,r,() =
Hyiprp = 0p, Gy = 0o, NB,.1 = NBg, = do; in allen anderen Fallen ist #Supp P > 2, also P nichtdegeneriert.

Jede der hier betrachteten Verteilungen ist unimodal gemafl Definition 3.23, mit Modalstellen meist ungefahr gleich den
in Definition 10.13 erklarten und in 10.18, 10.19, 10.46, 11.13(b) berechneten Erwartungswerten u(P), sieche Beispiel 3.24
fiir die Félle Dirac, Bernoulli, Binomial, Poisson, und Aufgabe 5.16 fiir den hypergeometrischen Fall. Natiirliche Beispiele
bimodaler Verteilungen sind die diskreten Arkussinusverteilungen aus den Aufgaben 3.30 und 4.8(e).

Die Varianzen o?(P) werden erklért in Definition 10.24 und berechnet in 10.26, 10.30, 10.46, 11.13(Db).

In R kann man sich obige Dichten etwa in einem Binomialfall durch Eingabe von n <- 10; p <- .3; x <= -n:(2*n);

plot(x,dbinom(k,n,p)) veranschaulichen, oder auch als Stabdiagramm plot(x,dbinom(x,n,p), type="h") . Dabei
steht das d fur density; mit stattdessen p wie probability erhilt man die Verteilungsfunktion, mit q die (untere) Quantil-
funktion, gemafl 10.3 und 10.11. O]

On
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3.13 Beispiel. Es sei n € Ny und p € [0, 1]. Dann ist die Funktion

Q = {0,....n} > k — <Z>pk(1—p)”_k = by,(k)

nach der binomischen Formel eine Dichte auf €2, und das zugehorige Wahrschein-

lichkeitsmafl heifit Binomialverteilung mit den Parametern n und p, bezeichnet

mit B,, ,. Dabei wird p auch Trefferwahrscheinlichkeit genannt, was durch Bei-

spiel 7.11(b) und Satz 9.5 motiviert wird. Wegen (Z) =0fir k € Ny mit £ > n

nach 4.2(1) kann hier © durch Ny ersetzt werden, was wir ab (1) bequemerweise tun.
Zahlenbeispiel: By1/2({0,2}) = by1/2(0) +byype(2) =1-272+6-274 = L.
Interessanteres Beispiel: Mit dem Ereignis

(1) “Gerade” = 2Nj

erhalten wir mit 3.6(4) im ersten Schritt, 3.6(3) im dritten, und der binomischen
Formel im vierten,

_\k
(2) Bup(“Gerade”) = 3 by,(k) = > HGEb, (k)
ke2Ng keNy
n n— n
_ ) (1+ > (y)na-n ) 10 -2)),
keNg
und als Konsequenz also lim,,_,o B, (“Gerade”) = % falls p € 10, 1[. O

3.14 Aufgabe (Fir Freunde der komplexen Einheit). Zeigen Sie
lim Bmp(“Durch 4 teilbar”) = 1 firpelo,1]

n=—co 4
mittels einer zum Ergebnis der Gleichungskette 3.13(2) analogen Darstellung. [
3.15 Aufgabe. Die in 3.12 definierten Funktionen p,,g,,nb,, sind tatsachlich

Wahrscheinlichkeitsdichten, mit den angegebenen zugehorigen Tragern.
Hinweis: Binomialkoeffizientendefinition 4.2(1) und Binomialreihe 9.19(1). O

Welche Verteilungen sind nun fiir Modellierungen relevant? Rein mathematisch
kommt jede (elementare) Verteilung als Verteilung eines Kollektivs geméfl den De-
finitionen 2.2 und 2.12 in Betracht:

3.16 Satz. Es sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann erfillt P die Voraus-
setzungen des Widerspruchsfreitheitssatzes 2.16 von Feller.

Beweis. Es sei Qy = Supp P, der Trager von P. Dann ist Ay = {B C
B endlich} eine abzihlbare Teilmenge der Potenzmengenalgebra A = 2 und fiir
A € Aist, mit 3.8(2) im ersten Schritt und der Definition der Summe aus 3.1(1) im
zweiten,

PA) = > pw) = sup{ > pw) : BCANQ endlich}

weANN w€eB

= sup{P(B) : Be Ay, B QA}.
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Direkt mit der Erfahrungswelt verkntipft sind hingegen zunéchst nur empirisch
erhaltene Verteilungen wie in den Beispielen 2.8, 2.9, 2.10, 2.14 (siehe dazu genauer
unten 3.20(a)), wobei in 2.9, 2.10, 2.14 dann anzunehmen ist, dass die Lédngen n der
betrachteten Folgen, also n = 938223, 100, 10 000, die idealisiert geforderte Grenz-
wertbeziehung 2.2(1) in zufriedenstellender Genauigkeit realisieren. (Wir werden
dies in spéteren Beispielen gelegentlich mangels Daten fiir noch viel kleinere n an-
nehmen.)

Andererseits legen oft Symmetriebetrachtungen die Annahme einer Gleichver-
teilung im Sinne der folgenden Definition nahe; ob sich so eine Annahme im Sinne
der EWT dann bewéhrt ist natiirlich in jedem Einzelfall eine andere Frage.

3.17 Definition. Es sei () eine endliche nichtleere Menge. Dann definiert

1
plw) = o) fir w € Q
eine Dichte p auf 2. Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl heifit Gleichvertei-
lung oder Laplace-Verteilung oder uniforme Verteilung® auf Q und wird mit
Ugq bezeichnet:

A
(1) Uq(A) = z@ fir A C Q.
Es sei allgemeiner () # Qy C Q mit €y endlich. Dann definiert
L fur w € QO
— #Qo )
@) plw) {0 fiir w € 2\ Qg

eine Dichte p auf 2. Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl heifit Gleichvertei-
lung oder Laplace-Verteilung oder uniforme Verteilung in 2y und wird mit
Ugq, bezeichnet:

(3) Ug,(A) = #(igf”) fiir A C Q.

SchlieBlich setzt man im Spezialfall einer einelementigen Menge Qg = {wo} noch
0w, = Uyy,} und nennt dieses Wahrscheinlichkeitsmafl das Dirac-Maf} oder die
Dirac-Verteilung oder Einpunktverteilung in wy. Es gilt also

1 falls wy € A, ;
(4) 0,,(A) = {0 falls wng } = 1la(wy) = (wpeA) firACQ.

]

6Die Bezeichnung “uniforme Verteilung” ist weniger verwechselungsanfillig als “Gleichvertei-
lung”, siehe dazu die FuBnote auf p. 57 zu “identisch verteilt”, desweiteren Beispiel 5.6.
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Die auf den ersten Blick uninteressant erscheinenden Dirac-Mafle tauchen ei-
nerseits standig als Randfille interessanterer Verteilungen auf, zum Beispiel als de-
generierte Binomialverteilungen B, o = dp und B, ; = §,, und sind andererseits
notationell niitzlich:

3.18 Bemerkung. Analog zu 2.5(c) ist jede Konvexkombination ;¢ ; A\;P; von
clementaren Wahrscheinlichkeitsmafien P; auf einer Menge X wieder ein solches. Ist
nun P € Prob(X') mit Dichte f, so ist

(1) P o= % f(2)d,

denn @ = R.S(1) erfiillt
Q(A) = > f@)d(4) = > fz)(xe€A) = z;qf(x) = P(A) firACX

nach Definition von @) gemafl 2.5(c) im ersten Schritt, und 3.6(4) im letzten.
Oft ist es bequem, ein Wahrscheinlichkeitsmafl P in der Form (1) anzugeben; zum

Beispiel ist “Es sei P := f: (Z) p*(1 —p)"~*6, ” kiirzer als “Es sei P die Verteilung
=0
zur Dichte {0,...,n} >z — (Z)pm(l — ) 0

Mo6chte man fiir eine “reale” Situation ein Modell angeben, so muss man nattirlich
neben der expliziten Angabe von (€2, P) stets auch sagen, welche realen Ergebnisse
welchen Ergebnissen w im Modell entsprechen sollen, so wie unten in 3.19(1) bezie-
hungsweise 3.19(2), oder auch wie in Threr Losung der Aufgabe 3.28. Beispiel 3.19
zeigt insbesondere, dass ein blofles “Alle Ergebnisse seien gleichwahrscheinlich” ohne
weitere (oft jedoch als selbstversténdlich erscheinende) Annahmen noch kein Modell
spezifiziert.

3.19 Beispiel (Zweifacher Wiirfelwurf). Zwei ununterscheidbare Wiirfel werden
einmal gleichzeitig geworfen.

(a) Als Grundraum kénnte man
Q= {wC{l,...,6}: #we{1,2}}
= {1} {2}, (3}, {4}, {5}, {6}, {12}, {1,3},.... {5,6}}

wahlen, mit der Interpretation
(1) w = Menge der gewlirfelten Augenzahlen .
Damit ware zum Beispiel

A = “Augensumme > 107 = {{5}, {6},{4,6}, {5, 6}} :
und unter der Gleichverteilungsannahme P, := Ug, erhielten wir

4A 4 4
T N (T
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(b) Standardmodell. Alternativ kénnte man

Q= {1,...,6}* = {(1,1),(1,2),...,(6,6)}

setzen, sich die beiden Wiirfel doch irgendwie unterscheidbar denkend, zum Beispiel
den einen rot und den anderen griin, und dann mit der Interpretation

(2) w= (wy,wy) = roter Wiirfel zeigt wy, griner Wiirfel zeigt ws.
Damit ware zum Beispiel

B = “Augensumme > 10" = {(4,6),(6,4),(5,5),(5,6),(6,5),(6,6)},

und unter der Gleichverteilungsannahme P, := Ug, erhielten wir

_ # _ 6 _ 1
h(B) = #Q, 36 6

[]

Es ist natiirlich prinzipiell unmoéglich, innermathematisch zu entscheiden, welches
der beiden obigen Modelle (€2,, P,) und (€2, P,) besser die relativen Haufigkeiten
bei realen Doppelwiirfelwiirfen beschreibt.” In der Praxis, hier im Spezialfall von
Gleichwahrscheinlichkeitsannahmen, folgt man meist dem heuristischen Prinzip:

Im Zweifelsfall wiahle ein moglichst feines Modell. ‘

Das soll heifien: Wihle © groB, also lieber wie in 3.19(b) als wie in 3.19(a), dabei
im Modell méglichst viele Ergebnisse unterscheidend, auch wenn das in der Realitét
(etwa fiir einen Rot-Griin-Verwechsler) gar nicht moglich ist.

Es sei nicht verschwiegen, dass es “Gegenbeispiele” zur obigen Heuristik gibt:
Bosonen, also gewisse Elementarteilchen wie zum Beispiel Photonen, verhalten sich
angeblich analog zu dem Doppelwiirfel nach 3.19(a), und nicht nach 3.19(b); siehe
dazu Feller (1970, pp. 40-42).

Im Laufe der WR I und II lernen wir die folgenden, hier zur Ubersicht angegebe-
nen 8 Modellierungsmethoden kennen, wobei “Methode” durchweg als Euphemismus
fir “Annahme” gelesen werden kann.

"In der Zusammenfassung des hier einschligigen §10, Abschnitt 1 bei von Mises (1990, p. 193):
“Sdatze der Logik oder Logistik, der reinen Mathematik und jeder aziomatisch aufgebauten Theorie
sind nach der von L. Wittgenstein begriindeten Auffassung »tautologisch«, d.h. sie besagen nichts
tber die Wirklichkeit, und sind lediglich Umformungen willkirlich festgesetzter Sprachregeln.”
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3.20 Modelllierungsmethoden.

(a) Empirische Methode: In Beispiel 2.8 wahle Q .= {1,...,7}

und P = %51 + %52 + %53 + %54 + %55 + 468804056 + %(57 .

In Beispiel 2.9 wihle © := {0,1} und P := 0.484d, + 0.5168; = B 516 -

In Beispiel 2.10 wahle © := {0,1} und P := By 4; (Ergebnis Ihres Dozenten).

In Beispiel 2.14 wahle 2 := {0, 1} und vielleicht P = Bi = Uy

(b) Gleichverteilungsannahme: Siehe Definition 3.17 und Beispiel 3.19. In den Bei-
spielen 2.8, 2.9, 2.10, 2.14 wihle jeweils “aus Symmetriegriinden” (?) P = Ug.

(c) Transformation mittels Zufallsgrofien: Siehe Kapitel 5.
(d) Kopplung von Modellen: Siehe Kapitel 7.
(e) Unabhéngigkeitsannahme: Zum Beispiel Definition 9.1 und Satz 9.26.

(f) Idealisierung durch Grenzwertbildung: Ein erstes Beispiel ist die Herleitung der
speziellen Poisson-Verteilung Py in Beispiel 4.11. Siehe weiter 9.20(b) und 11.1.

(g) Bedingen: Siehe Kapitel 6.

(h) Charakterisierung durch plausible Eigenschaften: Herleitung der geometrischen
Verteilungen in Aufgabe 77. O

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, selbst eine elementare auf Ny, ist ein kom-
pliziertes mathematische Objekt, dessen moglichst einfache, durchaus vergrobernde
Beschreibung eine spéatere Hauptaufgabe der WR ist. Wir betrachten dazu hier im
Vorgriff, neben dem bereits eingefiihrten Trager, nur die Maximalstellenmenge der
zugehorigen Dichte, zumal diese in Beispiel 2.8 schon vorkam.

3.21 Definition (Argmax, argmax). Fiir Funktionen f : X — R schreiben wir
Argmax f = Menge aller Maximalstellen von f.
Ist Argmax f = {xo} einelementig, so schreiben wir
argmax [ = xg.
Analog fiir Argmin und argmin. m

Fiir die Dichte aus Beispiel 2.8 ist Argmax f = {5} einelementig, also argmax f =
5. Dagegen ist in einem Binomialverteilungsbeispiel Argmax by 1= {1,2} zweiele-
mentig, also argmax by 1 nicht definiert; siehe hierzu systematischer Beispiel 3.24(c).

3.22 Bemerkung. Es sei X eine Menge und f € prob(X). Dann ist Argmax f eine
endliche nichtleere Menge:

Es gilt s == sup,c f(x) > 0 wegen >, cr f(z) =1 > 0. Im Fall von Argmax f =
0, also s > f(x) fir x € X, wire &y = {x € X : f(x) > 3} eine unendliche Menge,
und wir erhielten 1 =3 c» f(z) > X,cn, 5 = 00. Wére Argmax f eine unendliche
Menge, so erhielten wir 1 > 37, cAremax f § = 00. O
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3.23 Definition. Es sei P € Prob(Z) mit der Dichte f. Gibt es ein zg € Z mit f
wachsend auf {z € Z : x < 20} und fallend auf {z € Z : © > x¢}, so heifit P, oder
auch f, unimodal (auf Z) mit der Modalstellenmenge Argmax f. O

Eine Modalstellenmenge wie oben ist stets ein endliches nichtleeres Intervall in Z,
eventuell einelementig. Fiir Verteilungen auf Teilintervallen I von Z, also beispiels-
weise I = Ny oder I = {0,...,n}, auf die Definition 3.23 nach Vereinbarung 3.11
ja anwendbar ist, braucht man die zugehorigen Dichten natiirlich nur auf I zu be-
trachten.

3.24 Beispiele. Unimodal mit den angebenen Maximalstellenmengen der Dichten
sind:
(a) Dirac-Mafe d, mit a € Z, einzige Maximalstelle a,
(b) Poisson-Verteilungen P, fiir A € [0, oo,

B I falls A ¢ N,
Argmax Py = {P‘ - 1—|7 |_>‘J} \ {_1} = { {)\ . 1))\} falls \ € N,

(c) Binomialverteilungen fiir n € Ny und p € [0, 1],
Argmax b, , = {[(n+1p—1], [(n+ p|} \ {—1,n+ 1}.

(Zahlenbeispiel, im Vorgriff auf die Herleitung in Satz 9.5 der Binomialverteilung
als Verteilung der Trefferzahl in einer Bernoulli-Kette: Beim 64-fachen Wiirfelwurf
ist 10 die wahrscheinlichste Anzahl der Sechsen.)

Beweis. (a) Trivial.

(b) Im degenerierten Fall A = 0 ist P, = dp und die Behauptung folgt aus (a).
Es sei nun A\ €10, 0o. Fiir € Ny gilt dann fiir die multiplikativen Zuwéchse von p,
die Aquivalenz

A

py(z +1) A

— A—1.
p, () z+1

ANV
—_
¢
8

>

Also ist py streng wachsend auf {0,...,[A — 1]}, denn liegen x und = + 1 in dieser
Menge, so folgt x < A—1 und damit p,(z+1) > p,(z). Entsprechend ist p) konstant
auf {[\ — 1], |[A\|} und streng fallend auf {|\], ...}, und die Behauptung folgt.

(c) Ubung. O

Wir beenden dieses Kapitel mit einer wichtigen Ergénzung zu den Rechenregeln
aus Satz 3.3: Wahrscheinlichkeiten P(U}; A;) nichtdisjunkter A; sind oft schwer di-
rekt zu handhaben, konnen aber nach Satz 3.25 mittels oft leichter zu bestimmenden
Schnittwahrscheinlichkeiten berechnet oder abgeschétzt werden. Dabei sind von P
nur die Inhaltseigenschaften und Endlichkeitsannahmen relevant, also weder die
Normiertheit noch die die Totalitat der Additivitat, und tatsachlich wird Satz 3.25
im folgenden Kombinatorikkapitel 4 im Beweis von Satz 4.10 auf gewisse nichtnor-
mierte P angewandt. Daher die allgemeine Formulierung:
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3.25 Satz (Siebformel von Poincaré-Sylvester, Einschluss-Ausschluss-Formel). Es
sei P ein Inhalt auf einer Boole-Algebra A. Firn € N und A; € A mit P(A;) < 0o
firie{l,...,n} gilt dann

(1) P(QAi) = iP(Ai) - 1<Z.< P(AA) + — ...+ (—)"—1P(&Ai)
= S () 3 P(/\Ai)
=1 IC{1,...,n},#I=L iel

mit auf der rechten Seite abwechselnd zu grofien und zu kleinen Partialsummen:

(21) P(V4) = 3P
(2.2) P(\7L/Ai) > Zn:P(Ai)— > P(AA),

s
Il
—
.
Il
—

1<i<j<n
und so weiter® (Bonferroni-Ungleichungen), siehe priziser unten (4)°.

Beweis. Firn € Nund A; € A mit P(A4;) < oo fiir i € {1,...,n} ist mit

(3) Sy = Su(Ay,...,A,) = >  P(ANA) firteN

IC{1,.n}#I=¢  iel

(4) P(\TL/Ai) {E} zr:(_)’ffls@ fiir r € Ny {mglff;ife}

(=1

zu zeigen, denn daraus ergibt sich auch die Identitat (1) durch Betrachtung der
r € {n,n + 1} unter Verwendung von

(5) Se = 0 fiurl>n.

Im Fall r = 0 folgt (4) trivial aus der Positivitat von P.

In jedem Fall sind wegen P(A;) < oo und der Isotonie 2.4(1) von P auch alle
rechts in (1-4) auftretenden Inhalte endlich; die Endlichkeit von P( . Ai> ergibt
sich damit unten induktiv aus (2.1).

Fir n =1 gilt (4) wegen (5) und S1(A;) = P(Ay).

Zur Vorbereitung des Induktionsschritts bemerken wir, dass 3.3(6) auch hier
sinngemaf gilt, soll heiflen

(6) P(AV B) = P(A)+ P(B)— P(AB) fiir A, B € Amit P(A), P(B) < oo,

8Eine Floskel die, wie Heuser (2009, p. 48) bemerkt, oft anzeigt, dass man gerade nicht weifl
wie es weiter geht. Zumindest in einem wissenschaftlichen Text sollte wie hier sogleich auf eine
Préazisierung verwiesen werden.

9In einer Terminologie nach Pélya/Szegd (1970, p. 26, dort jedoch mit strikten Ungleichungen):

Die Partialsummenfolge (ZZZI(—)Z_ng)TeNU umbhiillt P(\/]", 4;) im engeren Sinne.
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also der Spezialfall n = 2 von (1), mit praktisch demselben Beweis wie fiir 3.3(6).1°
Fir den Induktionsschritt sei n € N, gelte (4) fir beliebige A;,..., A, € A

endlichen Inhalts, und seien nun Ay, ..., A, ;1 € A endlichen Inhalts. Dann gilt mit
(7) B = \/ A;, alsoauch BA,,; = \/ A AL,
i=1 i=1

fir » € N, mit > falls r ungerade und < falls r gerade,

T

Y () TS A Ang)

/=1
r r—1
= Z(_)hlsz(Ah s An) + P(Ang) — Z(_)hlse(AlAnH’ b AVAL)
/=1 /=1
> n+1
{2} P(B) + P(An1) = P(BAny1) = P(BV Au) = P(\/ A))
~ =1
wegen
Sl(Ala---aAn+l) - Sl(Al,...,An)+P(An+1),
S€<A1a-"7An+1) = SK(Ala"'aAn) _I_Sf—l(AlAn—‘rlw--aAnAn—i-l) fir ¢ Z 2

und einer Indexverschiebung im ersten Schritt, der Induktionsvoraussetzung und (7)
im zweiten, und (6) im dritten. O

Im Spezialfall dass die Schnittinhalte in (3) nur von #/ abhéngen, dass al-
s0 P(Nicr Ai) = P(Nies Ai) fir I,J C {1,...,n} mit #I = #J gilt, ergibt sich
mit 4.4(3) die einfachere Darstellung

n l
(8) Sy = <£>P(4\Ai) fiir £ € {0,...,n}.

3.26 Aufgabe. Es sei P ein Inhalt auf der Boole-Algebra A. Firn € Nund A4; € A
mit P(A;) < oo fir i € {1,...,n} gilt dann'!

(1) P(QAi) < iP(Ai) - EP(AiAiH). .

10Hier merkt man also, dass man in einer systematischeren, aber eben auch zeitaufwéndigeren
Darstellung den Stoff etwas anders arrangieren sollte.

HDas sich nach 3.5(c), 3.25(4), 3.26(1), 8.19(a) natiirlich stellende Problem der Bestimmung
optimaler unterer und oberer Schranken fiir die Wahrscheinlichkeit eines “Boole-Polynoms in Er-
eignissen A1, ..., A,” (Beispiele: /[, A;, A\i_, Ai, A1 ALV Ay), gegeben Schranken an die Wahr-
scheinlichkeiten von endlich vielen anderen, ist auf ein stets in endlich vielen Schritten losbares
lineares Optimierungsproblem zuriickfithrbar, siche Hailperin (1965).
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Weitere Aufgaben

3.27 Aufgabe. Linda is 31 years old, single, outspoken and very bright. She majored
in philosophy. As a student, she was deeply concerned with issues of discrimination
and social justice, and also participated in antinuclear demonstrations. Which of
these two alternatives is more probable?

(1)  Linda is a bank teller.

(2)  Linda is a bank teller and active in the feminist movement.

(a) Wie antworteten in einer Umfrage mehrheitlich Studenten (“undergraduates”
der Stanford University und der University of British Columbia ohne Stochastik-
Kenntnisse, aber auch Stanford-Studenten nach mehreren Stochastik-Vorlesungen,
sowie auch Doktoranden)?

(b) Was sagen Sie nach Satz 3.37

(c) Leider verpassen Sie ein nach langer Pause stattfindendes Abijahrgangstreffen,
werden sich aber danach von einem Teilnehmer T so viel iiber die derzeitigen Be-

rufe und Hobbies Threr Mitabiturienten v € {1,...,n} berichten lassen wie T" dort
erfahren hat. Welche der beiden Zahlen

1 n
p = —> =z, mitaz, = (T sagt: “Beruf passt nicht zu v.”),
n v=1
1 n
¢ = —>_ y, mity, = (T sagt: “Beruf passt nicht zu v, aber Hobby.”)
n v=1
wird dann wohl die gréflere sein? O]

3.28 Aufgabe (Will you play?). How about a small, friendly bet? Four playing
cards, two red and two black, lie facedown on the table. Without looking, you
choose any two cards. I'll bet you $1 that you pick one red card and one black card.
Shall we play?

Since you hesitate, I'll explain the natural fairness of this game. Only two out-
comes are possible: the colors match or they do not. Your probability of winning is
therefore one-half. The game is fair since neither of us has an advantage. Ready to
put your money down?

You won’t be fooled that easily, right? Your sense of caution is admirable. I'll
explain further. Three, not two, outcomes are possible. Both cards you select are
red, both are black, or one is black and the other red. The colors match in two of
the three cases. Thus, your probability of winning is two-thirds. The game is in your
favor. Now will you play?

Examine your chances more closely. When you choose your first card, it must be
either red or black; the choice has no effect on your chances of winning. Now, of the
remaining three cards, how many match the color of the card in your hand? Only
one. Therefore, your probability of winning is only one-third.
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Your suspicious nature is beginning to annoy me. Very well, here is my final
explanation. Four (count ’em, four) possibilities exist. Consider the cards chosen
one at a time. Both cards could be red; both could be black; or the first red and the
second black; or the first black and the second red. The colors match in two of these
four possible drawing sequences, giving you (again) 50% chance of winning the bet.

What is the correct answer?

(Aufgabe von R.T. Kurosaka, hier zitiert aus Bandelow (1989).) O
3.29 Aufgabe (Die Extrempunkte von Prob(f2)). Ist V' ein R-Vektorraum und
K C V. so heiffit K konvex falls die Implikation

r,ye K, Ae[0,1] = Xx+(1-ANyeK
gilt, und ein e € K heifit ein Extrempunkt von K falls die Implikation
raye K, Ae|0, 1, e+ (1—-ANy=e = z=y=c¢

gilt. Beispiele in V' := R? von (konvexen) Mengen K mit zugehorigen Mengen F
aller Extrempunkte: 1. K == [0,1]?, £ = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}; 2. K :=]0,1[?,
E=0;3 K={(z,y) eR?*: 2?2 +y* <1}, E={(z,y) e R? : 2* + ¢y* = 1}.

Ist nun ) eine nichtleere Menge, so ist Prob({2) eine gewisse Menge reellwer-
tiger Funktionen auf 2%, also eine Teilmenge des R-Vektorraumes aller R-wertigen
Funktionen auf 29, und Prob() ist konvex, wie in Bemerkung 3.18 in allgemeinerer
Form festgestellt. (Bis hier braucht noch nichts gezeigt zu werden.)

Was sind die Extrempunkte von Prob(2)? O

3.30 Aufgabe (Diskrete Arcussinusverteilungen). Es sei n € N,

(1) T b%’%(k) fiur k € Ny,

(2) pr = wpw,_p fur k€ {0,...,n}.

(a) Bestimmen Sie das Symmetrie- und Monotonieverhalten der Folge p.

(b) Im Gleichverteilungsmodell fir eine zufallige faire Miinzwurffolge der Lénge 2n,
P = UgaufQ = {0,1}*",

und mit
1 2k 1 1 20 1
Ay = {weQ;%;wi:2,%;wi7ﬁ2furfe{k—i—l,...,n}} fur k € {0,....n}

gilt nach Feller (1970, p. 79, Theorem 1) oder Henze (2013 b, p. 16, Satz 1.4)
P(Ak) = Pk fﬁrkE{O,...,n},

d.h. p, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nach genau 2k Miinzwiirfen das letzte
Mal ein “Ausgleich” der Anzahlen der Nullen und Einsen beobachtet wird. Dass je-
denfalls p, eine Dichte auf {0,...,n} ist, wird in 4.8(e) gezeigt. Aufgrund des in den
genannten Quellen diskutierten Konvergenzverhaltens fir n — oo wird >2;_, prdx
als eine diskrete Arkussinusverteilung bezeichnet. Dies alles als gegeben anneh-
mend:

Sind kleinere, mittlere, oder groflere k£ am wahrscheinlichsten? Und um wieviel
hoher ist (ungefahr, bei grofiem n) der Maximalwert von p, verglichen mit dem
zweitgrofiten Wert? O
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4 Elemente der Kombinatorik

Kombinatorik ist die Kunst des Zéahlens. Wir behandeln hier nur ihre elementar-
sten Aspekte als technisches Riistzeug zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten in
Gleichverteilungsmodellen.

4.1 Satz (Multiplikationsregel des Zahlens.). Es sei k € N und es seien jy, ..., ji €
Ny. Eine Menge A von k-Tupeln a = (aq,...,ax) sei wie folgt konstruierbar:

1. Es gebe 3, Mdglichkeiten, die erste Koordinate ay zu wdhlen.

2. Ist ay gewdhlt, so gebe es jo Moglichkeiten, ay zu wdhlen. (Die Méglichkeiten
dirfen dabei von ay abhdngen, deren Anzahl jo jedoch nicht!)

3. Sind aq, as gewdhlt, so gebe es j3 Maglichkeiten, as zu wdhlen.

k. Sind aq,...,a,_1 gewdhlt, so gebe es j, Mdglichkeiten, ay zu wdhlen.

Dann gilt
k
(1) #(A) = i = ][ Je
=1
Beweis. Induktion uber k. O

4.2 Definition und Bemerkung (Faktorielle, Fakultaten, Binomialkoeffizienten).

(a) Fiir z € C und k € Ny setzt man neben 2 :=[[*_, =2 -...- 2 noch
k
k
* = JJ[(x—i+1) = z-(z—1)-...-(z—k+1) (untere Faktorielle von z),
i=1
_ k
¥ = [[(@+i—-1) = z-(x+1)-...-(x+k—1) (obere Faktorielle von x);

@
I
—

speziell ist also 20 = 22 = 29 = 1. Fiir n € Ny ist

nl = J[i =n* =1" = n-(n—-1)-...-2-1

und speziell 0! = 1.
(b) Fiir x € C und k € Ny definiert man

o () - B - e ()

Speziell fiir n € Ny und & € {0,...,n} ist damit

@) (Z) - TSEZ:Q: B k!(nnik;)! B m”:i)! B (ﬂk)

Weiter setzt man noch

(3) (i) = 0 firreCundke-N={-1-2,...}.
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4.3 Definition (Tupel mit und ohne Wiederholungen, wachsende und streng wach-
sende Tupel, Teilmengen). Es sei M eine Menge und es sei k € Ny. Wir setzen

Mq = {(xy,...,x) cx; € M firdi e {1,...,k}}
=: Menge der k-Tupel aus M (mit Wiederholung),
Mi = {xEMk:xi#xjfﬁri,je{l,...,k‘}miti%j}
=: Menge der k-Tupel aus M ohne Wiederholung,
MY . .
i = {ACM:#A=k} = Menge der k-Teilmengen aus M

sowie, falls M durch eine Relation < total geordnet ist,
Mé = {:EGMk:xlgmgg...gxk}
=: Menge der wachsenden k-Tupel aus M,
ME = {zeM': x <z<.. . <}
=: Menge der streng wachsenden k-Tupel aus M.
Im degenerierten Fall £ = 0 erhalten wir

MY = My = Mg = M2 = {0}

mit () == () = leeres Tupel = einziges 0-Tupel, sowie (Ag) = {0}. O

Die obigen vier Arten von Tupeln heiflen in der Literatur oft, zum Beispiel bei
Henze (2021, pp. 52-53), Permutationen mit Wiederholung, Permutationen
ohne Wiederholung, Kombinationen mit Wiederholung, Kombinationen
ohne Wiederholung, jeweils aus M. Dabei miisste es statt “mit Wiederholung”
eigentlich “ohne Wiederholungsverbot” heiflen.

4.4 Satz (Grundformeln der Kombinatorik). Es seien n,k € Ny und es sei M eine
Menge mit #M = n. Dann gilt

(1) #(MY) = n*,
(2) #(My) = n*,

®) #(Y) = ()

und, falls M durch < total geordnet ist,
n+k—1
(@) sty = ("),

5) sty = (7).



50 Wahrscheinlichkeitsrechnung 1& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27

Beweis. Im degenerierten Fall £ = 0 steht jeweils “1=1". Es gelte also ab jetzt £ > 1.
(1): Anwendung der Multiplikationsregel 4.1 mit j; = ... = jp = n.
(2): Multiplikationsregel 4.1 mit j1 =n, jo=(n—1)y, ..., jr=(n—k+1),.
(4):! Zurtickfithrung auf (5) mit der Bijektionsmethode: Ohne Einschrinkung
sei M = {1,...,n} mit der iiblichen Ordnung. Dann ist die Abbildung

Mé > (z1,79,...,%k)
— (x1,$2+1,...,$k+k—1)
€ {1,....n+k—1}

eine Bijektion; folglich ist #(ME) = #({1,...,n + k — 1}%), und die Anwendung
von (5) mit n 4+ k — 1 statt n liefert die Behauptung.
(5): Wieder 4.1 kombiniert mit dem “Schéferprinzip”:

k= (M) [wegen (2)]
= #(ME) - k! [ 4.1 mit k =2, und (2) mit n = k]

(3): Ohne Einschrankung sei M = {1,...,n}. Dann ist die Abbildung

M
ME 5 (zy,...,21) = {z1,..., 74} € (k;)

eine Bijektion, und mit (5) folgt die Behauptung. O

4.5 Beispiele. (a) 13er Wette. Bei der 13er Wette des Fuflballtotos besteht ein
Tipp aus der jeweiligen Vorhersage des Ausgangs 1 = Heimsieg oder 0 = Unent-
schieden oder 2 = Gastsieg von 13 vorher festgelegten Fufiballspielen. Wieviele ver-
schiedene Tipps gibt es? (Losung: 1594 323.)

(b) Lotto “6 aus 49 mit Zusatzzahl”. Ein Tipp beim genannten Lotto® entsteht
durch das Ankreuzen von genau sechs aus den Zahlen von 1 bis 49. Ein Ziehungser-
gebnis besteht aus genau sechs der Zahlen von 1 bis 49, sowie aus einer von diesen
eigentlichen Lottozahlen verschiedenen Zusatzzahl aus den verbleibenden 43 Zahlen.

Wieviele verschiedene Tipps gibt es? (Losung: 13983 816.)
Wieviele verschiedene Ziehungsergebnisse gibt es? (Losung: 601 304 088.)
Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit fiir “5 richtige mit Zusatzzahl” bei einem

Tipp und gleichverteiltem Ziehungsergebnis? (Lésung:m.)

(c) Mehrere gleiche Wiirfel. n gleiche Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Wie-
viele unterscheidbare Ergebnisse gibt es? (Losung: (5+").)

n

Vorsicht, Losungswegskizzen stehen oben auf der ndchsten Seite!

Hier vor (5), da hier die Bijektionsmethode explizit ausgefiihrt wird, wihrend sie im Beweis
von (5) (der (4) nicht verwendet!) als selbstverstdndlich angenommen wird.
2In dieser Form in der BRD betrieben von 1956 bis 1991. Spéter Varianten mit “Superzahl”.
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1594323 = 313, 4.4(1) mit M = {0,1,2} und k = 13.
13983816 = (469), 4.4(3) mit M = {1,...,49}, k = 6.

2330 636
a; € (Tipp), az € {1,...,49} \ Tipp, eigentliche Lottozahlen dann = a; U {as},

L = (g) 43 -1/ ((469) - 43), Gleichverteilungsannahme, im Zahler 4.1 mit

5
Zusatzzahl az € Tipp \ a1.

<5+”) = (6”"1) = #({1,...,6}2), Wiirfel nach wachsenden Augenzahlen an-

n n
ordnen. O

4.6 Aufgabe (Wieviele fiinfstellige Zahlen?). Wieviele fiinfstellige Zahlen (positiv,
mit eventuellen fithrenden Nullen hingeschrieben, also von 00000 bis 99999) gibt es,
bei denen

(a) alle Ziffern gleich sind,
(b) vier Ziffern einander gleich sind und die verbleibende davon verschieden ist,

(c) drei Ziffern einander gleich sind, wiahrend die beiden anderen davon und unter-
einander verschieden sind,

(d) drei Ziffern gleich sind und die beiden anderen untereinander gleich, aber von
den ersteren verschieden sind,

(e) zwei Ziffern gleich sind und die drei anderen untereinander und von den ersteren
verschieden sind,

(f) zwei Paare gleicher Ziffern auftreten, die untereinander und von der finften
Ziffer verschieden sind,

(g) finf paarweise verschiedene Ziffern auftreten?
Empfohlen wird eine Probe durch Summation! O

4.7 Aufgabe. (a) Gitterpunktwege. Wieviele Wege gibt es vom Punkt (0,0) zu
einem Punkt (z,y) € N2, wenn nur Schritte der Lange 1 nach rechts oder nach oben
erlaubt sind?

(b) Kranke Baume. Entlang einer Strafe stehen 30 Baume. Genau 4 davon ha-
ben eine bestimmte Krankheit. Die 4 kranken Baume sind benachbart. Kann das
Benachbartsein Zufall sein, oder ist hier ein Indiz dafiir zu sehen, dass die Krankheit
sich vielleicht durch Ansteckung ausgebreitet hat? O]

4.8 Aufgabe. (a) Geben Sie einen kombinatorischen Beweis fiir die Vandermon-
de’sche Faltungsformel fiir ganzzahlige positive Argumente

(1) i(?)(nijlg = (m:w) fir n,m,w € Ny.
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Hinweis: Auf wieviele Weisen lafit sich aus m mannlichen und w weiblichen
Studenten ein n-kopfiger Ausschuss bilden?

(b) Die in 3.12 eingefiihrten Funktionen h,, ., sind tatsachlich Wahrscheinlichkeits-
zahldichten, mit den dort angegebenen Tragern.

(c) Aus (1) folgt die allgemeine Vandermonde’sche Faltungsformel

(2) Xn: v 4 _ (T fir n € Ny und 2,y € C
o \k)\n—k n

mit Hilfe des Eindeutigkeitssatzes fiir Polynomfunktionen.

(d) Wird also wegen (c) fiir jede Wahl von n € Ny und r,b € R durch f(z) =
(;)( b ) / (T:b> fir x € {0,...,n} eine Wahrscheinlichkeitsdichte definiert?

(e) Die Identitdt (2) mit « .=y = —3 liefert einen Beweis dafiir, dass die Funkti-
on pe aus 3.30(2) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist. O

Das Ergebnis der folgenden Aufgabe wird in Aufgabe 5.17 zur Berechnung der
Verteilungen von Wiirfelaugensummen benutzt.

4.9 Aufgabe (Méichtigkeiten diskreter Simplexe). Fur n, k € Ny gilt
no N _ (nt+k-—1
(1) #{z e N le_k} - ( . )
L k
(2) #{xGNS ; Zngk} = (n—l— >
i=1 k
Hinweis: Es bezeichne S, ;, die Menge links in (1), 7;, & die links in (2). Geeignete

Bijektionen dieser Mengen fithren (1) auf Satz 4.4 zurtick, und (2) auf (1). O

Einen ganz anderen Beweis von 4.9(2) bringt Aufgabe 9.33(b).

Eine weitere elementare Technik der Kombinatorik, neben Multiplikationsregel,
Bijektionsmethode, Schéferprinzip, und den vier Grundformeln, liefert die Siebfor-
mel:

4.10 Satz (Siebformel fiir Anzahlen). Fir endliche Mengen Ay, ..., A, gilt

#(QAQ:Z#(AZ»)— Y sANA) + Y #ANANA

i=1 (1.3)€{1,..,n}2 (ir,k)€{1,....,n}2

- YO Y #(Nna)

=1 IC{1,...n}, #I=¢ iel

mit auf der rechten Seite abwechselnd zu grofien und zu kleinen Partialsummen.



Wabhrscheinlichkeitsrechnung I& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27 03

Beweis. Allgemeine Siebformel 3.25 spezialisiert auf den Inhalt P = # auf der
Potenzmengenalgebra 2% mit X =, A;. O

4.11 Beispiel (Rencontre-Problem). An einer Theatergarderobe werden nach En-
de der Vorstellung die abgegebenen Mantel rein zufallig zuriickgegeben. Wieviele
Besucher erhalten ihren eigenen Mantel?

Mathematische Berichtigung und Prazisierung der Fragestellung: Es sei n € Ny
und k € {0,...,n}. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat eine zuféllige Permutation

w € {l,...,n} = Q

der n-elementigen Menge {1,...,n} genau k Fixpunkte? Zu berechnen ist also im
Modell (2, Ug) die Wahrscheinlichkeit p(k) = Ugq(Ag) von

A = {wGQ : zn:(wi:i):k}.

(a) Wir behandeln zunéchst den Fall k = 0 durch Ubergang zum Komplement und
Anwendung der Siebformel fiir Anzahlen: Es ist

Ay = CJBi mitBi::{wEQ:wi:i}.
i=1
Fir I C {1,...,n} mit #I = ¢ ist nun
n—~{
#(iDIBi) = #(({1,...,n}\[)¢ ) = (n—20)

wegen 4.4(2) im zweiten Schritt, und damit ist nach 4.10 und 3.25(8) folglich

n

(1) #(45) = SO Y #(NB)
_>12—1

~

=1 IC{1,...n}, #I=¢ icl

(Ho-or = ey

(=1

n

= .

(=1

die Anzahl der Permutationen mit mindestens einem Fixpunkt. Also ist
4o) = #0—#(as) = my )
=0 *

die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen, und damit ist

#A ()
Tl O

; zum Beispiel ergibt sich fiir n > 5 mit den Eigenschaf-

ten von Leibnizreihen® oder den Bonferroni-Ungleichungen Y7_, (;—,)Z < p(0) <

p(0) = Uq(Ay) =

also praktisch gleich e™*

3Gemeint sind Reihen (EZ:kO ak)n>k0 mit reellen ay mit agag+1 < 0 und |ag| | 0.
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o % = 0.375, wegen é = ﬁ < 0.01 also auf zwei Nachkommastellen korrekt

gerundet p(0) = 0.37 unabhéngig von n, und damit eine iiberraschend grofle Wahr-
scheinlichkeit von 1—p(0) = 0.63 dafiir, dass mindestens ein Theaterbesucher seinen
eigenen Mantel erhalt.

(b) Wir schreiben ab jetzt genauer Q,,, A, x, pn (k) statt Q, A, p(k). Fir k € {0,...,n}
ist damit

(3) Apg = U {weQw=ifiiriel, wifirie{l,... n}\I}
IC{1,..n},#I=k

eine Vereinigung von (Z) paarweise disjunkten Mengen der Méchtigkeit #A,_ o,
und mit (2) angewandt auf n — k statt n ergibt sich

14

#An,k B 1 n—k (_)E
40, T W&

(4) pu(k) = Uq,(Ank) =

als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau k& Besucher ihren Mantel erhalten.

Offenbar ist A, . eine indizierte Quasipartition® von ,, also Y7_,pn(k) =
> i—o Ugq, (A, k) = 1. Folglich ist p,, eine Wahrscheinlichkeitszéhldichte auf {0, ..., n}
oder, mit p, (k) = 0 fir £ > n+1, auch auf Ny; das zugehorige Wahrscheinlichkeits-
mafl nennen wir Rencontre-Verteilung mit dem Parameter n. Offenbar gilt

efl

(5) lim p,(k) =

= pl(k) fur k € No,

wobei p; = py=1 die in 3.12 und Aufgabe 3.15 eingefithrte Zéhldichte der Poisson-
Verteilung P; = Py—; bezeichnet. Diese spezielle Poisson-Verteilung kann also we-
gen (5) interpretiert werden als approximative Verteilung der Anzahl der Fixpunkte
einer Zufallspermutation einer groflen endlichen Menge, ein Beispiel fiir die Model-
lierungsmethode 3.20(f). O

Spater lernen wir genauere Approximationskonzepte als die Konvergenz von
Dichten wie in (5) kennen, siehe etwa Korollar 11.4, Definition 11.6, und Satz 12.6(b).

“Keine Partition, denn zwar gilt A, , # 0 fiir jedes k # n — 1, was man etwa mit (3) und
Betrachtung zyklischer Permutationen auf I¢ sieht, aber A,, ,,_1 = 0.
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Weitere Aufgaben

4.12 Aufgabe (Lottozwillinge). Auf den ersten Blick tiberraschend haufig enthalten
die real gezogenen Lottozahlen “6 aus 49” einen Zwilling (j,j + 1). Wie wahrschein-
lich ist dies?

Hinweis: Betrachten Sie die Menge aller Tupel aus {1,2,...,49}% welche keine
Zwillinge enthalten, und wenden Sie darauf die Bijektionsmethode dhnlich wie im
Beweis von 4.4(4) an. O

4.13 Aufgabe. Wie viele Zahlen zwischen 1 und 3 000 002 sind durch 4 oder 6 oder
15 teilbar? ]

4.14 Aufgabe. Fiir endlichdimensionale Untervektorrdume eines Vektorraumes gilt
bekanntlich

dim(U +V) = dim(U) + dim(V) —dim(U NV).
Also auch, wie bei der Siebformel fiir drei Mengen,

dim(U4+V +W) = dim(U) + dim(V') + dim(W)
—dim(UNV) —dim(UNW) — dim(V N W)
+dim(UNVNW),

oder? O

4.15 Aufgabe (Méantel und Hiite). In Abwandlung von Beispiel 4.11 werden nun
unabhéngig von den Ménteln auch die Hiite zuriickgeben, d.h. alle Paare von Per-
mutationen seien gleich wahrscheinlich. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalt dann
mindestens einer der n Besucher seinen Mantel und seinen Hut zuriick? Limes fiir
n — oo? O

4.16 Aufgabe (Bitte platznehmen.). (a) n unterscheidbare Stiihle stehen um einen
runden Tisch. Auf wie viele Weisen koénnen k£ unterscheidbare Personen platzneh-
men, wenn keine zwei benachbarten Stiihle besetzt sein diirfen?

(b) Auf wieviele Weisen kénnen dagegen k gleichartige Gedecke nachbarfrei vor die
n Stiihle plaziert werden?

(c¢) Und auf wie viele Weisen kénnen k unterscheidbare Personen nachbarfrei in ei-
nem Kettenkarussell mit n abgesehen von ihrer Lage zueinander ununterscheidbaren
Platzen fahren?

(d) Funktioniert Ihre Reduktion von (b) bzw. (¢) auf (a) auch bei ununterscheid-
baren Platzen und zugleich ununterscheidbaren Personen? O]



51§) Wahrscheinlichkeitsrechnung 1& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27

5 Zufallsgroflen und ihre Verteilungen

ZufallsgroBen sind mathematische Hilfsmittel zur bequemen Beschreibung von Er-
eignissen und zur Definition neuer Wahrscheinlichkeitsmafle.

5.1 Definition. Es sei (2,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine Menge, und
X : Q0 — X eine Funktion. Dann heit X X-wertige Zufallsgroie! auf (2, ), und
die durch

(1) P(B) = P(X'[B]) = P{weQ:X(w)eB}) firBCX

auf 2 definierte Funktion P heifit Verteilung von X (beziiglich P), oder Bildmaf}
von P unter X. O

5.2 Satz. In der Situation von Definition 5.1 ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf X, dessen Dichte p gegeben ist durch

(1) p(r) = Z P({w}) firze X.

weX 1 [{z}]

Beweis. Die Positivitdt von P geméafl Definition 3.2 ergibt sich direkt mit 5.1(1)
aus der von P. Ist B eine Quasipartition von X, so ist (X '[B] : B € B) eine
indizierte Quasipartition von €2, und wir erhalten damit, unter Verwendung der
totalen Additivitat und Normiertheit von P gemafl 3.3(11) im zweiten Schritt,

> PB) = Y PXB) = L

BeB BeB

also ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf X. Fir x € & gilt

px) = P{x}) = P(X'[{«}]) = X P{w}

weX ~{z}]
wegen 3.6(1) im ersten Schritt, und 3.6(4) im letzten; also gilt (1). O

Der obige Wahrscheinlichkeitsraum (X, P) heifit Bildraum von (€2, P) unter X.
Die Verteilung P bezeichnen wir mit X o P, also, in Wiederholung der Definiti-
on 5.1(1),

(2) (XoP)(B) = P(X'[B]) fir BCX.

In der Literatur findet man statt X oP unter anderem die Schreibweisen £(X,P),
PX~! und X (P).

Leider meist Zufallsvariable genannt, eine unnétige Ubersetzung aus dem Englischen (ran-
dom wvariable) oder Franzosischen (wvariable aléatoire). Wir folgen mit Zufallsgréfie lieber zum
Beispiel Kolmogoroff (1933) als der Mehrheit.
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Der spezielle Buchstabe “P” wird tiblicherweise nur fiir ein im jeweiligen Kontext
“grundlegendes” Wahrscheinlichkeitsmafl verwendet; uniiblich wére zum Beispiel:
“Es sei (£2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q@ — X, und P = X o P”.

Weiter bezeichnen man oft die Verteilung der Zufallsgroe X mit P und die einer
weiteren Zufallsgroffe Y dann mit ), oder die erste mit Py und die zweite mit Py-.

Elemente x € X heien auch Realisierungen von X. Ubliche Schreibweisen fiir
B C X und x € X sind

{XeB} = X'B],

P(X € B) = ({XEB}) = ( )

(X=1} = X'{2}] = {weQ:X(w)=a},
P(X =1) = ( {z})) = {:v}

und analoge mehr. Ist zum Beispiel speziell X C R, so setzen wir

{X <z} = {we: X(w) <z} = D—OO,I]L
P(X<z) = P{X <a}) = P(—o0,2]).

Statt “X hat die Verteilung P”, also X 0P = P, schreiben wir oft X ~ P und
sagen auch “X ist nach P verteilt”. Zwei Zufallsgrofien X; und X, heiflen iden-
tisch verteilt? wenn ihre Verteilungen P, und P, gleich sind. Man schreibt dafiir
auch X; ~ Xs, gelesen als “X; ist verteilt wie X,”. Dabei ist der Fall zugelassen,
dass die X; auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsraumen (£2;, P;) definiert sind, also
X1~ Xy X0P = X,0P,.

Ist T: X — Y eine Funktion, so wird die V-wertige Zufallsgrofie T o X oft mit
T(X) bezeichnet, wie zum Beispiel sin(X) :=sinoX und |z| == || o X in:

5.3 Aufgabe (Relationen zwischen Ereignissen und Wahrscheinlichkeiten). Es sei-
en X und Y R-wertige ZufallsgroBen auf (€2,P). Welche Relation besteht jeweils
zwischen den zwei Wahrscheinlichkeiten

(a) P(sin(X) =0) und P(X € nZ),
(b) P(X > 2) und P(X2 > 4),
(o) P(IX]|<1,|Y|<2)und P(|X +Y] <3)? O

5.4 Bemerkung. Es seien X und Y X-wertige Zufallsgrofien auf demselben Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, P). Trivialerweise gilt dann die Implikation

(1) X=Y = X~Y

(aber im allgemeinen nicht die Umkehrung, siehe etwa X7, X5 in Beispiel 5.6).

2Die rein sprachlich dquivalente Bezeichnung “gleich verteilt” ist zu vermeiden, um Verwechse-
lungen mit den Gleichverteilungen aus Definition 3.17 vorzubeugen.
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Manchmal, etwa in 7.11(9), gilt statt L.S.(1) jedoch nur
(2) P(X £Y) = 0;

man nennt in diesem Fall X und Y fast sicher gleich, und man schreibt dafir
“X =Y f8” oder “X =, Y” oder dhnliches. Damit verallgemeinert sich (1) zu

(3) X=Y = X~Y,
denn mit L.S.(3) gilt fir B C X wegen
{XeB} C {YeBJU{X#Y}
dann, mit 3.3(13) im ersten Schritt und mit (2) im zweiten,
P(XeB) < PYeB)+P(X#Y) = P(Y € B),
und mit Rollentausch auch P(Y € B) < P(X € B); also gilt dann R.S.(3). O

Spéter betrachten wir oft Verteilungen P von Zufallsgrofien X ohne einen Grund-
raum (€, P) oder X explizit anzugeben, siehe etwa Aufgabe 5.17; dies ist dann ge-
rechtfertigt durch:

5.5 Bemerkung. Es sei (X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gibt es eine
ZufallsgroBe mit der Verteilung P, ndmlich zum Beispiel X = idg auf (2,P) =
(X, P), genannt die kanonische Zufallsgréfle zu P. ]

5.6 Beispiel (Zweifacher Wiirfelwurf). In dessen Standardmodell (€2, P) geméaf Bei-
spiel 3.19(b), also Q = {1,...,6}*> und P = Uy, sind die durch

Xi(w) = w; , Xo(w) = wy firwe

definierten Koordinatenprojektionen zwei R-wertige Zufallsgroflen, genannt “Augen-
zahlen der einzelnen Wiirfel”. Damit ist mit

S = X1+X2

(punktweise zu lesen, wie auch sonst bei Funktionen tiblich) eine die Augensumme
modellierende Zufallsgrofle bequem hinschreibbar, ebenso wie das Ereignis

“Pasch” = {Xl = XQ} = {w e X1<w) = XQ((,LJ)}
Fir z € {1,...,6} ist

6 1

PXy=2) = Plwe :w =2x}) = il
Folglich ist X; 0P = Uy 6y und analog X, 0P = Uy 6. Die Zufallsgrofen X,
und X sind also sowohl gleich verteilt (identisch verteilt, X; 0P = X, 0P) als auch

.....
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der Augensumme S berechnen wir fir s € {2,...,12}

1/36 falls s =2,
2/36 falls s = 3,
3/36 falls s =4,
4/36 falls s = 5,
-1 5/36 falls s =6,
P(S=s) = M = 6/36 falls s =7, = 6=17=s]
5/36 falls s = 8, 36
4/36 falls s =9,
3/36 falls s = 10,
2/36 falls s = 11,
1/36 falls s = 12

wegen STU{2}] = {(L, 1)}, S{3} = {(1,2), 2, D}, ..., S {12}] = {(6.6)}. Die
Verteilung von S wird als eine diskrete Dreiecksverteilung bezeichnet.
Fir n € N statt 2 Wiirfel (oder Tetraeder, Oktaeder, Dodekaeder, Tkosaeder)

siehe Aufgabe 5.17. O

5.7 Aufgabe (Verteilungen beim zweifachen Wiirfelwurf.). Wie in Beispiel 5.6
sei (Q,P) das Standardmodell fur den zweifachen Wirfelwurf, und X, X, seien
die Zufallsgroflen, die das Ergebnis des ersten bzw. des zweiten Wiirfelwurfes ange-
ben. Wir betrachten neben X; + X, die analog definierten Zufallsgrofien X; — Xo,
min(X;, Xs) und max(Xy, X5).

(a) Geben Sie die drei Ereignisse {min(X;, X5) = 4}, {min(X;, X3) = max(X;, X»)},
{max(Xi, X2) < 3} in auflistender Form an, analog zu

{Xi+X =4} = {(1,3),(2,2),3, 1}

(b) In Beispiel 5.6 wurde die Verteilung von X;+ X5 durch Angabe der zugehorigen
Dichte bestimmt. Bestimmen Sie entsprechend die Verteilungen der fiinf Zufallsgro-
Ben Xl_X27 min(Xh X?)? maX(Xb XZ)? ((X17 X?)? ((min(Xla X2)7 maX(X17 X?)))3 O

Besonders einfache, aber standig vorkommende Beispiele von Zufallsgrofien sind
Konstanten und Indikatoren:

5.8 Bemerkung (Konstante Zufallsgroen und Dirac-MaBle). Es sei (Q2,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum, X eine Menge, und a € X. Fir X : Q — X definiert

durch X (w) = a fir w € Q gilt dann X ~ 4,, denn fir B C X gilt {X € B} = {%}

falls a{;} B, also P(X € B) = {I]E;((%)) :é g:llf:s;g} = 64(B).

Allgemeiner iiberlegt man sich dhnlich fiir eine beliebige Zufallsgrofie X : Q@ — X
die Aquivalenz

X ~d, & X=uafs,

wobei eine in Bemerkung 5.4 eingefithrte Schreibweise verwendet wurde. ]

3Siehe p. xv fiir die Doppelklammernotation ( ... ).
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5.9 Definition und Bemerkung (Indikatoren und Bernoulli-Verteilungen).
Es sei (2,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A C €. Dann heifit der Indikator
14:Q — {0,1} auch die Indikatorgrofle von A, und es gilt

P(1,=0) = PA°) = 1—-P(A) und P(1s4=1) = P(A),
und folglich 1, 0P =
(1) B, = (1-p)d+pdr € Prob({0,1})

mit p == P(A) € [0, 1]. Das Wahrscheinlichkeitsmaf} B, heifit Bernoulli-Verteilung
mit dem Parameter p. Wir bezeichnen ihre Zahldichte mit

1-— falls k =0 _ .
(2)  byk) = { » b falls f — 1 } = p"(1 —p)tF fir k € {0,1}.

Wie bei den allgemeineren Binomialverteilungen heifit p auch hier Trefferwahr-
scheinlichkeit. 0

5.10 Satz (Rechenregeln fiir Indikatoren). Es sei () eine Menge und es seien A, B C
Q. Dann gilt

(1) 1y =0, 1o =1,
(2) lie = 1-14,
(3) laynp = 1a-1p,
(4) lavp = 1a+1p— 1403,
(5) A, B disjunkt < 1,u=14+15.

Diese Beziehungen zwischen Funktionen sind natiirlich wieder punktweise zu
lesen, also zum Beispiel 1p(w) = 0 und 14np(w) = 14(w) - 1p(w) fir w € Q.

Beweis. (3) ergibt sich leicht durch Fallunterscheidung:

Fall 1: Es sei w € AN B. Dann ist nach der Definition der Schnittbildung von
Mengen w € A und w € B. Mit der Definition des Indikators ergibt sich 14np(w) =
1, 14(w) = 1 und 15(w) = 1. Die zu beweisende Gleichung 1 4np(w) = 14(w)-15(w)
stimmt also in diesem Fall.

Fall 2: Es sei w ¢ AN B. Also gelten nicht beide der Beziehungen w € A und
w € B. Sei etwa w ¢ A. Dann ist 14np(w) = 0 und 14(w) = 0. Somit stimmt
14np(w) = 14(w) - 15(w) auch hier.

Die iibrigen Aussagen konnen ahnlich verifiziert werden. Eleganter ist jedoch
folgendes Argument: Fiir A C Q und w € € ist nach Definition 3.17(4) offenbar

1i(w) = d,(A).

Damit sind die noch zu zeigenden Rechenregeln (1,2,4,5) fir Indikatoren mit Aus-
nahme der Riickrichtung in (5) Spezialfille der Rechenregeln fiir Wahrscheinlich-
keitsmaBle 3.3(1,2,4,6,5), und besagte Riickrichtung folgt etwa durch Betrachtung
vonw € AN B. O]
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Indikatoren dienen oft der einfacheren Darstellung komplizierterer Zufallsgrofien:

5.11 Bemerkung. Es sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien Ay, ..., A,
C . Dann hat die zugehorige Zahlgrofie

(1) X(w) = #{ie{l,...,n}:weAi} fir w € Q

die fiir viele Zwecke giinstigere Darstellung

(2) X = > 14,
=1

die sich zum Beispiel spater bei der Berechnung von Erwartungswert und Varianz
von X als niitzlich erweist, siche Korollar 10.29. O]

Der folgende Satz wird bei Verteilungsrechnungen oft stillschweigend benutzt:

5.12 Satz (Transitivitat der Verteilungsbildung). Neben dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, P) und der Zufallsgrifie X : Q — X sei weiter eine Funktion T : X — )
gegeben. Damit ist T o X eine YV-wertige Zufallsgrife auf (Q,P) mit

(1) (ToX)oP = To(XoP).
Beweis. Fiur C C Y gilt
(ToX)oP)(C) = P((ToX)'[C]) = P(X T '[C]))
= (XoP)(T'[C) = (To(XoP)(©). -

5.13 Beispiel. Die beiden Zufallsgrofien* X = (X; :i € I)und Y = (Y; : i € I)
mit Werten in X = Xie 1 &; seien identisch verteilt. Dann gilt auch X; ~ Y; fir
jedes i € I, denn ist (21,P1) bzw. (9, Py) der Wahrscheinlichkeitsraum auf dem X
bzw. Y definiert ist, und bezeichnet 7; : X — A} die i-te Koordinatenprojektion, so
folgt

X;o0P; = (moX)oP, = mo(XoPy) = mo(YoP,) = Y,oP,

unter Verwendung von 5.12 im zweiten und im vierten Schritt. In knappen Wor-
ten: Gleiche Verbundverteilungen® impliziert gleiche Randverteilungen. Zur
Nichtumkehrbarkeit dieser Aussage sieche Aufgabe 5.14. n

5.14 Aufgabe (Gleiche Randverteilungen, verschiedene Verbundverteilungen).
(a) Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) und darauf zwei R%*-wertige
ZufallsgroBen (X7, Xo) und (Yi,Y2) an, fir die X; ~ Y] und Xy ~ Y5 gilt, aber
nicht (X, Xo) ~ (Y1, Y2).

4Siehe wieder p. xv fiir die Doppelklammernotation ( ... ).
5Meist weniger treffend gemeinsame Verteilungen genannt.
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(b) Wie viele Elemente muss {2 mindestens haben, damit Zufallsgréfen wie in (a)

existieren? ]
Zufallsgrofien brauchen keineswegs immer R-wertig oder RF-wertig zu sein:

5.15 Beispiel (Einfache Zufallsstichproben, natiirliche Definition der hypergeome-
trischen Verteilungen). Es sei M eine endliche Menge, N := #M, n € {0,..., N},
und S eine auf

S = {sCM: #s=n}

uniform verteilte Zufallsgrofe, d.h.

1
P(S = 8) = (T) fir s e S
wegen 4.4(3). Dann heiit S einfache Zufallsstichprobe® aus M vom Umfang n.
Es sei weiter R C M, B := M \ R, und
X = #(SNR),

soll heiflen X (w) == #(S(w) N R) fur w € Q. Dann ist X eine {0,...,n}-wertige
Zufallsgrofe, und mit r :== #R und b := #B gilt N =r + b und

(1) P(X =k) = (szﬁ)k) = h,,p(k) firke{0,...,n}

wegen #{s €ES:#(sNR) = k} = (;) (nﬁk) Die Verteilung von X, also

Hn,r,b = Zhn,r,b(k)6k7
k=0

heifit hypergeometrische Verteilung mit den Parametern n,r, b.

Interpretation: H,, ,; ist die Verteilung der Anzahl der gezogenen roten Kugeln
bei einer einfachen Zufallsstichprobe von Umfang n aus einer Urne mit r roten und
b blauen Kugeln. O

Weitere wichtige Beispiele mengenwertiger Zufallsgrofien sind Konfidenzbereiche,
siehe Definition 13.4 und, ganz konkret, Satz 13.8.

5.16 Aufgabe. Es seien n,r, 0 € Ny mit n < r +b.

(a) Fur £ € Ny gilt h,,5(k) = hupr(n — k) = hyprgpn(k). Konnen Sie diese
Gleichungen auch ohne Benutzung der expliziten Formel 5.15(1) begriinden?

5Engl. simple random sample; daher hier S wie sample.
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(b) Aus Aufgabe 4.8(b) ist uns schon SuppH,, ., = {(n — b)4,...,n A1} bekannt.
Fir die Menge M der Maximalstellen von h,, ,.; gelten nun die Implikationen

[m] <(n="0)4 = M={(n—-0)},
(n=0)y < fm], [m+1] <nAr = M={[m],[m+1]},
lm+1] >nAr = M= {nAr}

. . (n4+1)(r+1)
mlt m - W - 1.

(c) Es sei X die Anzahl der Kreuz-Karten (ohne Kreuz-Bube) des Gebers beim
Skat. Welches ist der wahrscheinlichste Wert von X, und wie grof3 ist seine Wahr-
scheinlichkeit? (Losung mit (b), numerische Verifikation mit R.) O

Es folgt eine weniger triviale Aufgabe zur Bestimmung von Verteilungen.

5.17 Aufgabe (Verteilungen allgemeinerer Wiirfelaugensummen). Essei (X, ..., X,)

.....

- L%J n n — {7 —
o e = go ()T
- L%J n n — V9
o Easy - axo ()0 )
=0 k<0
mit R.S.(1) >0 ke {0,....,n(¢{ —1)},alsoR.S.(2) € ]0,1[ p <0<k <n({—1)
=1 k>n(0—1)

Fir “normal” markierte “Wiirfel”, also mit Y; := X;+1 statt X; links in (1) und (2),
hat man rechts jeweils k£ durch k£ — n zu ersetzen.

Hinweis (Montmort 17087): Zum Nachweis von (1) wende man die Siebformel
fir Anzahlen 4.10 an auf die Komplemente in S, 5 = {z € Ny : >, z; = k} der
Ay ={x €S, x:x <l—1}, und verwende 4.9(1). O

"Laut Hald (1998, p. 34).
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6 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

6.1 Beispiel (Hochzeit beim Doppelkopf). Wir betrachten Kartenverteilungen beim
Doppelkopf in der Version “mit Neunen”: 48 Karten, je 2 mal Karo 9 bis Kreuz As,
werden an Spieler 1 bis Spieler 4 verteilt; dabei sieht jeder Spieler nur seine 12
Karten. Uns interessiert das Ereignis

H = “Hochzeit” = “Beide Kreuz-Damen in einer Hand”.

Formal sei H C 2 mit einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P). Wie gro8
ist P(H)?
Wir nehmen an', dass in (2, P) auch die Ereignisse

H; = “Spieler j hat beide Kreuz-Damen” fur j € {1,2,3,4}

B, = “Spieler 1 hat k Kreuz-Damen” fir k € {0,1,2}

so modelliert sind, dass H die Vereinigung der paarweise disjunkten und gleich-
wahrscheinlichen H; ist, dass natiirlich H; = By und H, U H3 U Hy C By gilt, und
dass () die Vereinigung der paarweise disjunkten By ist, deren Wahrscheinlichkeiten
sich nach der hypergeometrischen Verteilung H,, ., mit n = 12, r = 2, b = 46
berechnen, mit 5.16(a) im lediglich zwecks anschlieBender Rechenvereinfachung vor-
genommenen zweiten Schritt also

(1}3) (23_6k) 2%%2 = 56% (k=0)
P(Bk) - hn,r,b(k) - hr,n,rerfn(k) - 48 - 847 38% (k - 1)
(2> =2 = % (k=2
wobei hier und im folgenden Prozentzahlen individuell gerundet sind. Damit folgt
4
P(H) = > P(H;) = 4P(H,) = 4P(B,) = élé = 23%.
j=1

Dieses Ergebnis berticksichtigt jedoch nicht das Wissen von Spieler 1 nach Be-
trachtung seiner Karten, der im Fall von By oder B, ja entscheiden kann, ob H
eingetreten ist oder nicht. Wir fragen daher fiir ihn nach einer noch zu definieren-
den “Wahrscheinlichkeit von H gegeben By”.

Die gesuchte Definition ergibt sich zwanglos als Verallgemeinerung der Definiti-
on 2.2 der Verteilung P eines Quasikollektivs ¢,, und steht schon in Satz 2.18. In
Spezialisierung auf den Fall dass P ein elementares Wahrscheinlichkeitsmaf ist, und
vom Bezug zu ¢, abstrahierend, erhalten wir nach 2.18(1):

6.2 Definition. Es sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und es sei B C {2 mit
P(B) > 0. Fur A C Q heiit dann

(1) P(A|B) =

!Siehe Aufgabe 6.9 fiir eine explizite Modellierung.
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die (elementare)” bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben das bedingen-
de Ereignis B. Die damit auf 2 definierte Funktion P( - | B) heifit P bedingt
auf B. O

6.3 Beispiel (6.1 + Hochzeit beim Doppelkopf). In 6.1 ist, wegen HyUH3UH4 C By
und H, = By C Bf im zweiten Schritt,

P((Hy U Hy U Hy U Hy) N By)
P(By)
P(H, U Hy U H,) 3 P(B,) 11

=~ Py PB) 3 W%

P(H|Bo) =

Wer héufig Doppelkopf spielt, muss also bei ungefdhr 11 von 35 Bléattern ohne eigene
Kreuz-Dame mit einer Hochzeit rechnen.

Man erhalt hier tibrigens den gleichen Zahlenwert, wenn man sich erst eine Zutei-
lung von 12 Nichtkreuzdamen an Spieler 1 vorstellt und dann die Wahrscheinlichkeit
fiir das Ereignis “Hochzeit” bei der Aufteilung der restlichen 36 Karten an Spieler 2

bis Spieler 4 analog zu Beispiel 6.1 berechnet, namlich 3h,,_jy 5, 34(2) = 5. O

Man kann versuchen, Definition 6.2 etwa wie folgt zu motivieren: Man erhalt
P(-|B) aus P, indem man erst die Wahrscheinlichkeit auf “dem durch das voraus-
gesetzte Eintreten von B ja unmoglichen” Ereignis B¢ “entfernt”; und die dadurch
erhaltene Funktion 22 > A + P(AB) so “hochskaliert”, dass sie an der Stelle 2 den
Wert 1 erreicht. Obige Motivation iiber Satz 2.18 wirkt zwingender.

Aus Definition 6.2 ergeben sich leicht einige niitzliche Rechenregeln:

6.4 Satz (Rechenregeln fiir elementare bedingte Wahrscheinlichkeiten). Es sei (€2, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Es sei B C Q mit P(B) > 0. Dann ist P( - | B) ein Wahrscheinlichkeitsmayfs
auf €, d.h. es gilt
(1) P(A|B) > 0 fir ACQ,

(2) > P(A|B) = 1 fiir jede Quasipartition A von Q.
AeA

Weiter gelten fiir A C Q) die Implikationen beziehungsweise die Gleichung

(3) ADB = P(A|B)=1,
(4) ACB® = P(A|B)=0,
(5) P(A|Q) = P(A),

sowie die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit

(6) P(A) = P(A|B)P(B)+ P(A|B°)P(B°) falls P(B)P(B%) >0

?Das Adjektiv “elementar” dient hier zur Abgrenzung gegeniiber den “allgemeinen bedingten
Wahrscheinlichkeiten” der mafltheoretischen WT, welche Zufallsgréflen statt Zahlen sind, siehe
etwa Billingsley (1995, Abschnitt 33).
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und allgemeiner fir Familien By = (B; : j € J) von Ereignissen B; C Q

(7) P(A) = > P(A|B;)P(B;) fir B, p.d. mit A C | J B,

jeJ: P(B;)>0 jeJ
und schlieflich die Bayes-Formel

P(A|B)P(B)
P(A)

(8) P(B|A) = falls P(A) P(B) > 0.

(b) Es sei A C Q, und Bs = (Bj : j € J) eine paarweise disjunkte Familie
in 2% mit P(B;) > 0 fir j € J, und J > j + P(A|B;) konstant. Dann gilt
P(A| Ujes B;) = P(A| By,) fir jo € J.

Beweis. (a) Ubungsaufgabe.
(b) Mit B = U;e s B; liefert (7) angewandt auf AB statt A im ersten Schritt

P(AB) = » P(AB|B))P(Bj) = » P(A|B;))P(Bj) = P(A|B),)P(B).

j€J j€T
[l

Verwendete man Definition 6.2(1) auch im Fall von P(B) = 0, mit P(A|B) =
0/0 := 0, so blieben manche der obigen Rechenregeln erhalten, aber nicht alle. Daher
lassen wir P(A| B) im Fall von P(B) = 0 lieber undefiniert.

Statt (8) werden oft recht uniibersichtliche Kombinationen dieser Formel mit (6)
oder (7), wie etwa die erste Gleichung unten in 6.8(2), als Bayes-Formeln bezeichnet;
man merkt sie sich jedoch besser getrennt.

Rechenregel 6.4(b) wird etwa in Beispiel 7.4 verwendet; tiber diese hinaus schei-
nen bedingte Wahrscheinlichkeiten als Funktion des zweiten Arguments kaum be-
sondere Eigenschaften zu haben:

6.5 Aufgabe. (a) P(A]| -) ist in aller Regel nicht monoton.

(b) Simpson-Paradoxon®. Es gibt WahrscheinlichkeitsmaBie P, Q auf einem sel-
ben Grundraum 2 und zwei Ereignisse A, B C () derart, dass einerseits

(1) P(AIB) < Q(A|B) und P(A|B%) < Q(A[B),

und andererseits

(2) P(A) > Q(A)

gilt. (Hinweis: #Q = 4 reicht.) 0

Die Wichtigkeit der Kenntnis von 6.5(b) wird illustriert durch Beispiel 6.7, vor-
bereitet durch:

3Nicht benannt nach dem Simpson der Ihnen vielleicht zuerst einfillt, und auch nicht nach dem
der Thnen nach Absolvierung der Numerik zuerst einfallen sollte (Thomas Simpson, 1710-1761),
sondern nach Eduard H. Simpson (1922-2019).
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6.6 Satz. Wenn das Simpson-Paradozon 6.5(1,2) vorliegt, dann ist die fir A ginsti-
gere der beiden Bedingungen B und B¢ fiir P und Q) dieselbe, und diese ist unter P
echt wahrscheinlicher als unter @), d.h. es gilt genau eine der beiden Bedingungen

(1) P(A|B) > P(A|B%) und Q(A|B)>Q(A|B°) und P(B)> Q(B),
(2)  P(A|B%) > P(A|B) und Q(A|B°) > Q(A|B) und P(B%) > Q(B°).

Beweis. Sind x1, %2, y1,y2 € R und A, € [0, 1] mit
(3) a1 <wy, w<ys, Tz=Ar1+(1—=Nzo > py1 + (1 — p)y2 = v,
so gilt genau eine der zwei Aussagen

(4) x1<y1<x2<y2und)\<,u,
(5) To <Y < w1 <yp und A\ > p,

denn im ohne Einschrankung (eventuell Umparametrisierung 1 <> 2, A <> 1 — A,
p <> 1 — p) vorliegenden Fall von 27 < x5 gilt zunéchst y; < xo und damit die erste
Halfte von (4), da wir mit (3) sonst z < x1Vry = x5 < y1AyYs < y < x erhielten, und
weiter gilt dann A < p und damit (4), da wir wieder mit (3) und der ersten Halfte
von (4) sonst & = w9 + ANx1 —22) < @+ (v — ) = poy + (1 —pay <y <z
erhielten.

Unter 6.5(1,2) gilt nun (3) mit z; := P(A| B), y1 = Q(A| B), x5 .= P(A| B°),
yo = Q(A| B°), A == P(B),u = Q(B), denn es ist dort x = P(A) und y = Q(A)
nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit 6.4(6) angewandt auf P und
auf @, und die Alternative (5) oder (4) liefert die Alternative (1) oder, mit A < p
S1-A>1-—yu (2). O

6.7 Beispiel (Sex bias in graduate admissions). Beim Zulassungsverfahren zum
Doktorandenstudium an der Universitiat Berkeley wurden im Herbst 1973 von den
insgesamt 8442 ménnlichen Bewerbern 3738 zugelassen, also 44%, von den 4321
weiblichen dagegen 1494, also nur 35%. Es gab aber andererseits keinen Grund zu
der Annahme, dass die weiblichen Bewerber insgesamt weniger qualifiziert gewesen
sein sollten als die mannlichen.

Diese scheinbare Diskriminierung aufgrund des Geschlechts verschwand jedoch
bei separater Betrachtung der einzelnen Fécher fiir die sich die Kandidaten beworben
hatten: Zwar gab es Féacher mit einer hoheren Zulassungsrate fiir Manner, aber der
umgekehrte Fall trat sogar hiufiger oder ausgeprigter auf.*

Fiir den vereinfachten Fall von nur zwei Fachern werde in 6.5(b) das Ereignis B
interpretiert als “Bewerber entscheidet sich fiir das erste Fach”, A als “Bewerber
wird angenommen”; P als Verteilung im Kollektiv der méannlichen Bewerber, ent-
sprechend @ fiir die weiblichen. Dann ist, beide Geschlechter als gleich qualifiziert

4Siehe Bickel/Hammel /O’Connell (1975, erste Spalte auf p. 399) und die Darstellung bei Freed-
man/Pisani/Purves (2007, dort insbesondere die bei Bickel et al. nicht enthaltene Tabelle auf p. 18).
Leider scheinen die Daten nicht vollstdndiger verfiigbar zu sein.
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angenommen, im Fall von 6.5(1,2) nach allem was wir wissen keine negative Dis-
kriminierung der Frauen bei der Zulassung erkennbar, sondern hochstens bei den
die Fachwahl beeinflussenden Umstdnden welche dazu gefithrt haben mogen, dass
Frauen sich fiir Facher mit schlechteren Zulassungschancen beworben haben:

Die scheinbare negative Diskriminierung der Frauen 6.5(1) kann bei gleichzei-
tigem Vorliegen von 6.5(2) ndmlich dadurch erklart werden, dass nach Satz 6.6
jedenfalls 6.6(1) oder 6.6(2) gelten muss, und das bedeutet hier: Fiir jedes der bei-
den Geschlechter ist das Fach mit den schlechteren Zulassungschancen dasselbe, und
Frauen wihlen dieses mit hoherer Wahrscheinlichkeit als Ménner.” O

Ein weiteres reales Datenbeispiel fiir das Simpson-Paradoxon bringt Henze (2021,
p. 109, 15.13): Im Februar/Marz 2020 war die Sterbewahrscheinlichkeit eines Covid-
19-Infizierten in Italien zwar in jeder Altersgruppe (0-9 Jahre, ..., 70-79 Jahre, > 80
Jahre) geringer als in China, ohne Berticksichtigung des Alters jedoch fast doppelt
so hoch. In Italien waren die Infizierten élter als die in China.

Oft wird das sorgféltige Hinschreiben eines Modells durch die blofle Angabe
gewisser unbedingter und bedingter Wahrscheinlichkeiten ersetzt, wie etwa in:

6.8 Beispiel. Eine von einer Million Miinzen habe “Zahl” auf beiden Seiten, die
iibrigen 999999 seien normal. Eine zufillig ausgewdhlte Miinze werde 20 mal ge-
worfen und zeige jedesmal “Zahl”. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sie dennoch
normal?

Zur Beantwortung seien in einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P)
zwei Ereignisse A = “Gewahlte Miinze ist normal” und B = “Gewahlte Miinze zeigt
20 mal Zahl” gegeben, mit

(1) P(A)=1-10"% P(B|A)=2"%, P(B|A%)=1,

wobei sich die mittlere Wahrscheinlichkeit aus der naheliegenden Gleichwahrschein-
lichkeitssannahme fiir alle 22° Miinzwurfergebnisfolgen ergibt. Anwendung der Bayes-
Formel und der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit liefert, am Ende gerundet,

P(B|A)P(A)
(2) POALB) = BBTaYP(A) + P(B] A7) P(AY)
_ 2_20(1—10_6) — 049
2-20(1—107%) +1-10°6 o

Uberraschende Zahlenwerte bedingter Wahrscheinlichkeiten wie in Beispiel 6.8
treten analog in vielen praktisch wichtigen Fallen auf, im medizinischen Kontext

5Es wire jedoch denkbar und jedenfalls rein mathematisch moglich, dass die Bewerbungen
tatsdchlich auf jeweils eines von zwei Unterfachern erfolgte, also B = B; U By und B¢ =
Bs U B4 mit paarweise disjunkten B;, bei denen dann wieder die Frauen benachteiligt erschei-
nen, d.h. P(A|B;) > Q(A| B;) fiir i € {1,2,3,4}. Daher oben die Einschrinkung “nach allem
was wir wissen”.
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etwa bei der Fruchtwasseruntersuchung zur Diagnose des Down-Syndroms bei Un-
geborenen, siehe Hesse (2009, p. 53), oder beim ELISA-Test zur Erkennung von
Antikérpern gegen HIV, siehe Henze (2017, pp. 107-109), in Henze (2021, pp. 105—
107) ohne Bezug auf einen konkreten Test.

Aber wie schreibt man denn nun etwa in Beispiel 6.8 ein Modell (2, P) sauber
hin? Dieser Frage widmet sich Kapitel 7.

Weitere Aufgaben

6.9 Aufgabe (Ein explizites Modell fiir Beispiel 6.1). Definieren Sie formal Ereig-
nisse H, Hy, Hy, H3, Hy, By, By, B mit den in Beispiel 6.1 geforderten Eigenschaften
im Gleichverteilungsmodell auf der Menge

e o)

aller geordneten Partitionen der 48-elementigen Menge M = {1,...,48} in vier
gleich grofie Teilmengen.

(Ein Element von € ist also ein Quadrupel w = (wq, w2, w3, wy) mit w; € M und
#w; = 12 fiir j € {1,2, 3,4}, sowie U?Zl w; = M und damit dann automatisch auch
w paarweise disjunkt.) O

6.10 Aufgabe. Wie verscharft sich Satz 2.18 fiir S-Kollektive? m
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7 Kopplungsmodelle

Wir beantworten in diesem Kapitel die hinter Beispiel 6.8 gestellte Frage. Die dortige
Situation suggeriert eine “stufenweise Modellierung”, die wir der Einfachheit halber
in Satz 7.2 zunéchst nur fiir den (im betrachteten Beispiel ausreichenden) einfachsten
Fall von lediglich zwei “Stufen” betrachten. Zur Vorbereitung notieren wir:

7.1 Definition. Es seien X und Y nichtleere Mengen. Jede Funktion K : X x 2V
mit K (x,-) € Prob()) fiir # € X heifit (elementarer) Markov-Kern oder Uber-
gangskern, jede Funktion k& : X x )Y mit k(z,-) € prob()) fir x € X heifit
Ubergangs(zihl)dichte, jeweils von X nach ). Die Menge all dieser K bezie-
hungsweise k wird mit Mark(X, ))) beziehungsweise mark(X,)) bezeichnet.

“won

Konvention: Statt des Trennsymbols “,” in K bzw. k wird alternativ auch das

Symbol “|” bei Umkehrung der Reihenfolge der beiden Argumente verwendet, also
K (B|x) statt K(z, B) und k(y|z) statt k(x,y) geschrieben; dabei heifit weiter x das
erste Argument und B bzw. y das zweite. O]

Unter Verwendung von Satz 3.6 ergibt sich dessen naheliegendes Analogon fiir
Mark(X,Y) und mark(X, ) statt Prob(X) und prob(&X’), mit k(z,y) = K(x,{y})
und K(z,B) =Y cp k(z,y).

Unten in 7.2(3) steht links eine bedingte Wahrscheinlichkeit gemé&fl Definiti-
on 6.2(1), rechts der Wert des Kerns Py; € Mark(§)y, 23) an der Stelle (wy, As).

7.2 Satz. FEs sei 2 = Q1 x Qo mit Mengen Q1 und 5.

(a) Es sei P, € Prob(€Qy) mit der Dichte p,, und Pop € Mark(Q2y, Q) mit der
Ubergangsdichte Poyy- Mit

(1) plw) = p1(W1)p2\1(w2|W1) Jiir w €

ist dann p die Dichte des einzigen P € Prob(§) mit

(2) P(Al X QQ) = Pl(Al) fU,T Al g Qb

(3) P(Ql X AQ I {wl} X Qg) = P2|1(A2|w1) fUT’ Pl({wl}) > 0, A2 - QQ.

(b) Es sei P € Prob(Q). Genau fiir Py definiert durch (2) und Py : 1 x 22
gewdhlt mit (3) und

(4) P2|1( : |CU1> S PI‘Ob(Qg) fur P1<{w1}) =0

ist Py € Prob(4) und Py € Mark(§y, ) derart, dass das hiesige P gleich dem
aus (a) ist.

Beweis. (a) Esist p > 0, und mit der Normiertheit von py, (- [w1) im zweiten Schritt
und der von p, im dritten folgt

(5) Zp(w) = Z Z p2|1(w2|w1)p1(w1) = Z plw) = 1

we w1€N1 waefy w1 €N
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also ist p eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf €2.
Ist P das zu p gehorige Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2, so folgt analog zu (5)

LS.(2) = > pw = Y > poplwslw)p(w) = RS.(2) fir 4 € Qy,

wEAL X W1 EAT wa €Ny

und, mit der Definition 6.2(1) und mit P({w;} X Q) = Pi({w1}) > 0 wegen (2),

wi } X ZA Py (w1)pyp (wawr)
L83 = ié%wﬁxég = (o) = R.S.(3)

fur w1 € Ql mit Pl({wl}) > 0 und fur A2 g QQ.
Ist umgekehrt P € Prob(£2) mit (2) und (3), so gilt mit p aus (1) fiir w € Q stets

P({w}) = p(w), denn P({w}) < P({w1} x Qo) = Pi({w1}) = p1(wy) liefert dies falls
Pi({w1}) = 0, und andernfalls gilt

P({w}) = P(Q x {wa} [{wi} x Q) P({wi} x Q)
= Py({wet|w)Pi({wi}) = R.S.(1);

also ist P das zu p gehorige Wahrscheinlichkeitsmaf3.

(b) Fiir P, definiert durch (2) und Pyj; gewéhlt mit (3) und (4) gilt offenbar' P; €
Prob(21) und Py € Mark(Qy,Q,). Da das hier gegebene P die Bedingungen (2)
und (3) erfiillt, ist es damit das eindeutige P aus (a).

Sind umgekehrt P, € Prob(£2;) und Py; € Mark(2;, ) derart, dass das ge-
méaf (a) zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl gleich dem hier gegebenen P ist, so
gelten (2), (3), (4). O

7.3 Definition. In der Situation aus Satz 7.2(a) heifit
P@Pyy = P
die Kopplung der Startverteilung P, mit dem Ubergangskern Py O

Nach Satz 7.2(a) ist damit jede Kopplung ein Wahrscheinlichkeitssmaf. Nach
Satz 7.2(b) ist jedes Wahrscheinlichkeitssmaf auf einem kartesischen Produkt zweier
Mengen eine Kopplung (elementarer Desintegrationssatz).

7.4 Beispiel (6.8« ). Fur Beispiel 6.8 sei

QO = {1,...,10°, P :=Ugq,

IErster Beweis: Direktes Nachrechnen der Definition 3.2.

Zweiter Beweis: Mit den beiden Koordinatenprojektionen m; : Q1 x Qo — Q; fiir ¢ € {1,2} ist
Py = m 0P nach (2), und Py (-|w1) = ma 0 P( - [{wi} x Qo) fiir Py({w}) > 0 nach (3), und die
Behauptung folgt mit Satz 5.2 und der Wahrscheinlichkeitsmafeigenschaft von P( - | {w1} x Q2)
nach Satz 6.4(a).
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mit der Interpretation 1 = Doppelzahlmiinze wird im ersten Schritt gewahlt, und

Qy = {Kopf,Zahl}*®, » := (Zahl,...,Zahl) € Q,,
U XY 1
P2|1(-|w1) = { 592} falls w1 { ;\1{ }} .

Mit (€2, P) wie in Satz 7.2(a) und
A= (U\{1})xQ, B = Qx{z}

gilt dann 6.8(1), denn:
P(A) =1-10"%ist 7.2(2) mit A; == Q1 \ {1}, fiir wy € O\ {1} gilt wegen 7.2(3)
mit Ay == {z} im ersten Schritt

P(B|{wi} x @) = Py({z}lwr) = 27

und mit Satz 6.4(b) folgt P(B|A) =272 und wieder wegen 7.2(3) mit Ay := {2}
sowie mit A° = {1} x Q, folgt P(B| A°) = Py ({z}]1) = 1. O

Das sorgféltige Hinschreiben von Kopplungsmodellen mag in Beispielen wie 7.4
oder unten in 7.11 als eine unnétige Formalisierung des Offensichtlichen empfun-
den werden, denn dort ergibt sich ja - vielleicht mit Ausnahme von 7.11(5,6) -
nichts iiberraschendes. Jedoch erzwingt eine sorgfiltige Modellierung die Formu-
lierung sonst vielleicht unbewusst bleibender Annahmen, und bewahrt damit vor
Scheinlosungen, oder vor der fruchtlosen Beschaftigung mit Scheinproblemen, wie
durch die Aufgaben 7.6 und 7.12 illustriert.

7.5 Aufgabe. Von drei Spielkarten sei eine beidseitig weif}, eine beidseitig rot, und
die verbleibende auf einer Seite weil und auf der anderen rot. Die Karten werden
rein zufallig unter ein schwarzes Tuch gelegt und gemischt. Nach Hervorziehen einer
Karte sehen wir eine weifle Oberseite. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist auch die
Unterseite weif3? O

7.6 Aufgabe (Zwei-Jungen-Problem). Nachmittags von einer mehrtégigen Rei-
se zuriickkommend erfahrt Herr Stoch vom Einzug einer vierkopfigen Familie ins
Nachbarhaus. Am Abend berichtet ihm sein gerade vom Fussballtraining zurtick-
kehrender Sohn, dass dort ein Neuer war, der jetzt im Nachbarhaus wohnt. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit sind nun fiir Herrn Stoch beide neuen Nachbarskinder
Jungen?

(a) Beantworten Sie obige Frage durch Berechnung einer bedingten Wahrscheinlich-
keit im naheliegenden Gleichverteilungsmodell fiir die a priori moglichen Geschlech-
terkombinationen.

(b) Modellieren Sie nun sorgféltiger als in Teil (a), indem Sie annehmen, dass die
Nachbarskinder unabhangig voneinander zum Fussballtraining gehen, und zwar Jun-
gen je mit Wahrscheinlichkeit p und Madchen mit Wahrscheinlichkeit g. Prézisieren
Sie das bedingende Ereignis zu “Genau ein neues Nachbarskind war beim Fussball,
und zwar ein Junge”. Welche Antworten sind bei geeigneter Wahl von p und ¢ mog-
lich? Welche unter der Restriktion ¢ = 07 Was ergibt sich im Fall p = ¢?
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(c) Was hétte Herr Stoch gerechnet, wenn ihm sein Sohn nach dem Training nichts
von neuen Mitfussballspielern erzahlt hatte? (Modell wie in (b), bedingendes Ereig-
nis = 7) O

7.7 Aufgabe (Optimale Aufteilung). Sie diirfen von zwei duflerlich ununterscheid-
baren Urnen eine auswéhlen und dann aus der gewéhlten Urne rein zuféllig eine der
darin enthaltenen Kugeln ziehen. Ist die Kugel rot, so gewinnen Sie einen Haupt-
preis, andernfalls gehen Sie leer aus. Die Kugeln, ndmlich 100 rote und 100 blaue,
diirfen Sie vorher selbst nach Belieben auf die Urnen verteilen, wobei allerdings
jede Urne mindestens eine Kugel enthalten soll und alle Kugeln aufgeteilt werden
sollen. Zwischen Aufteilung und Ziehung werden jedoch die Urnen ohne Ihr Zuse-
hen umgestellt. Wie wiirden Sie die Kugeln aufteilen und wie grofi ware dann IThre
Wahrscheinlichkeit fiir einen Hauptpreis?

Hinweis: Stellen Sie zuerst fiir jede erlaubte Kugelaufteilung ein geeignetes Kopp-
lungsmodell auf und berechnen Sie die zugehérige Gewinnwahrscheinlichkeit. Be-
stimmen Sie dann die optimale(n) Kugelaufteilung(en). O

Die naheliegende Verallgemeinerung von Definition 7.3 auf n > 2 Stufen erfolgt
induktiv:

7.8 Definition. Fir n > 2 Mengen y,...,, sowie fir P, € Prob({;) und
k-1

P, € Mark( X ,_; Q;, Q) fiir k € {2,...,n} heifit das ausgehend von Definition 7.3

induktiv definierte?

n P ® P falls n = 2,

R — n—1 .
B o= ( ® Pj> ©P, falsn>2 [ © Pr0b< X QJ)
j=1

Jj=1

(1)

J=1

die Kopplung von (P, ..., P,), und ( X ;L:l Q, @y P]) heifit (n-stufiges) Kopp-
lungsmodell. O

7.9 Bemerkungen. (a) Statt P;, P,, P, ... schreiben wir in obiger Situation ana-
log zur Schreibweise in Definition 7.3 auch umsténdlicher Py, Py, P31 2, ..., und
allgemein statt P; auch Py, ;1 fiir j € {1,...,n}, um damit die Art dieser Objek-
te notationell anzudeuten; aus @j_; P; in 7.8(1) wird damit @7_; Pjj1,... ;1. Analog
schreiben wir fiir die zu den Pj; . j_; gehorigen (Ubergangs-)dichten neben p; auch
Pij,..j-1- Damit hat dann ®§‘:1 Pj1,...j—1 per Induktion offenbar die Dichte

(1) ]Z<1 QG > w = ]l win)
- i

= D (wl)p2|1(w2|w1)p3|1,2(w3|w1,wg) . ‘pn\l,‘..,n—l(wn|w17 ey W),

manchmal “erste Pfadregel” genannt.

2Wir verwenden die iiblichen Identifizierungen iterierter kartesischer Produkte, wie zum Beispiel
die von (21 x Q3) x Q3 mit Oy x Qs x Q3. Zum Beispiel ist ja streng genommen (P; ® P2) ® P3 €
Prob((21 x Q2) x Q3) und nicht € Prob(; x Q2 x Q3), und damit dann ((P; ® P2) ® P3) ® Py so
eigentlich gar nicht definiert.
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(b) Konsistenz. Gleichung 7.2(2) kann als eine Konsistenz bei einem Modellwech-
sel gelesen werden: Die dortigen Ereignisse A; und A; x 5 werden ja gleich inter-
pretiert, etwa in Beispiel 7.4 als “Gewéahlte Miinze ist normal”, sind aber formal
Ereignisse in verschiedenen Wahrscheinlichkeitsraumen; konsistenterweise stimmen
jedoch ihre jeweiligen Wahrscheinlichkeiten iiberein. In Verallgemeinerung von 7.2(2)
erhélt man in der Situation von Definition 7.8 per Induktion leicht

(2) (épj)(Ax X Qj> - (épj)(/x) fir 1< k< nund AC X O,

Jj=k+1 Jj=1

und damit speziell
j=1 i=

(c) Spezialfille. Wir verwenden ab hier bis Teil (f) nur die umstandlichere Nota-
tion aus (a) und setzen

(4) P = @ Pj,..j-1-
j=1

Gilt nun speziell

Pj|1 ..... j_1(~|w1,...,wj,1) = Pj‘j_1(~|wj,1) fur 3 S] Sn und
wyp € Qq,... yWji—1 € Qj—l
mit Ubergangskernen Pj;_; € Mark(€;_1,;), so heifit P Markovsche Kopplung
und wird auch mit ®§”:1 Pjj—1 bezeichnet, mit Py == Py.
Gilt noch spezieller
Pij,.jo(|wr, . wim) = P fir 2 <j <n und
w1y € Ql, S, Wio1 € Qj—l
mit Wahrscheinlichkeitsmalen P; € Prob(£);), so heifit P unabhingige Kopp-
lung oder Produkt(wahrscheinlichkeits)mafl oder Produktverteilung und

wird auch mit ®;L:1 P; bezeichnet. In diesem Fall reduziert sich mit den zu den P;
gehorigen Dichten p; die Formel (1) fiir die Dichte von P zu

(5) XQ 3 w = [[pw),
Jj=1 j=1
und damit ergibt sich in Verallgemeinerung von (3) leicht

(6) <® P]) (j>:<1 A]) = ];[ .P](A]) fur Al Q Ql, Ce ,An Q Qn-

j=1 j=1



Wahrscheinlichkeitsrechnung I1& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27 75

(d) Allgemeinere unabhingige Kopplungen. In (5) und (6) wird anders als in
(1-4) die Ordnung auf der Indexmenge {1,...,n} nicht wirklich benétigt:

Es sei ((Qz, P):iel ) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsraumen mit #/ € N
und den zugehorigen Dichten p;. Durch

(7) pw) = [[piwi) firwe XQ,

icl i€l

wird dann auf X,c; € eine Wahrscheinlichkeitsdichte definiert, das zugehérige
Wahrscheinlichkeitsmafl wird mit ®,c; P; bezeichnet und heifit das Produkt der
P;, und damit gilt

(8) (@ PZ-) ( X AZ) = T[P(A) falls A, C O fiwrie L.

iel il
(e) Koordinatengrofien. Ist (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Q = X ;¢ €,
hier mit #1 € N, so heifit die i-te Koordinatenprojektion
Q35 w = w €

auch i-te Koordinatengrofle, und wird zum Beispiel mit X; bezeichnet. Damit
schreibt sich im allgemeinen Fall von (4) die Konsistenz (3) als

(9) X1 ~ P1

und allgemeiner (2) als

.....

k
(10) ([Xla . 7Xk)) ~ ®]DJ|1 j—1 far 1 < k < n,
j=1

denn fiir A C X, Q; ist P((Xy,..., X)) € A) = LS.(2) = RS.(2).
Ist schlieBlich P = ®,c; P; eine unabhéngige Kopplung wie in (d), so gilt

(11) X, ~ P, firiel,
iel

denn es gilt

(13) L.S.(12) = L.S.(8) = R.S.(8),

was fir jedes ig € I mit A; = Q; fir i € I\{ip} zundchst P(X;, € A;,) = P;,(4,;,) fur
A;, C Q,, liefert. Letzteres ist (11), und ergibt durch Einsetzen in (13) auch (12).

(f) Zur gelegentlichen Vermeidung von Fallunterscheidungen definieren wir noch
“einstufige Kopplungen” ®;e ;o) P = P, fiir Wahrscheinlichkeitsmae P;,, und so-
gar “nullstufige Kopplungen” ®;cp P; = dyp € Prob({0}). O
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Ein einfaches Beispiel zu 7.9(d) ist:

7.10 Beispiel (Produkte von Gleichverteilungen sind Gleichverteilungen). Es sei
((Qi,UQw) 1 el ) mit #/ € N eine Familie von Wahrscheinlichkeitsraumen mit
Gleichverteilungen (siehe Definition 3.17). Dann ist

®UQ‘0 = U
icl ' Z>€<Ion

auf Q = X ,;c; Q;, denn fiir w € Q ist mit Qg = X ;c; o

(@Ua,) ) = [Vt = [T = 2 = v o)

wegen 7.9(7) im ersten Schritt, 3.17(2) im zweiten und vierten, und 4.1(1) im dritten.
[

7.11 Beispiel (Sukzessives Ziehen). Es sei M eine Menge mit N == #M € N,
und es sei n € Ny. Wir modellieren “n sukzessive Einzelziehungen aus M” durch ein
n-stufiges Kopplungsmodell P auf

(1) Q = M™

in der Notation aus 7.8 und 7.9 ist hier also Q; = M fiir j € {1,...,n}. Es sei weiter
X = (Xy,...,X,) =1idg, also X, die j-te Koordinatengréfle wie in 7.9(e).

Wir unterscheiden zwei Ziehungsvarianten. Im Trivialfall n = 0 sei dabei jeweils
P = dp, im Einklang mit 7.9(f).
(a) Ohne Zuriicklegen. Es sein € {1,..., N},

(2) P1 = UM

und, fir j € {2,...,n},

(3) P]|1 ..... j—l( . |w1, . 7wj71) = UM\{w1 77777 wi—1} fir (wl, . ,(,Ujfl) < Mjil.
Dann ist
(4) P = @3\1 ..... -1 = UM;,

‘7:

.....

B = [Ton, gl wm) = 11
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wegen 7.9(1) im ersten Schritt, (2,3) und 3.17(2) im zweiten, der Aquivalenz w ¢
M} < 3je{l,...,n} mit w; € {wi,...,wj1} im dritten, und 3.17(3) im vierten.

Weiter gilt
(5) (Xo@ys - Xom)) ~ X fiir jede Permutation o von {1,...,n}

(genannt Permutationsinvarianz von (X1, ..., X,,) 0P, oder Vertauschbarkeit®
von (Xi,...,X,) unter P), denn firr y € Q gilt

P(LS.5)=y) = P(X=yoo™')

(yoo e M2) (y € M%)
~a o (X =y)
Damit gilt insbesondere
(6) Xj ~ Uy furje{l,,n}

wegen X; ~ Uy nach 7.9(9) und wegen X; ~ X; nach (5) mit o(1) = j. Weiter
folgt* fiir s € M mit #s =n, also s = {xy,...,x,} fir ein x € M,
n! 1

(7) P{X1 X} =s) = BUIX =z00}) = = = o

wegen der Gleichheit der beiden Ereignisse im ersten Schritt, und wegen der Addi-
tivitat von P und X ~ U Az Im zweiten, und somit ist {Xi,..., X, } eine einfache
Zufallsstichprobe aus M vom Umfang n.’

Insbesondere gilt fiir
(8) RCMmitr:=#Rundb:=N —r

dann, mit der in Bemerkung 5.4 eingefithrten Notation im ersten Schritt und wegen
5.15(1) im zweiten Schritt,

) SGER) = #({Xi X NR) ~ Ho

dabei gilt im ersten Schritt tatsdchlich Gleichheit in jedem Punkt w € € fiir den
{Xi(w),..., Xn(w)} n-elementig ist, also mit Wahrscheinlichkeit 1. Interpretation
analog zu der in 5.15: Auch beim sukzessiven Ziehen ohne Zuriicklegen von n Kugeln
aus einer Urne mit r roten und b blauen Kugeln ist H, ,, die Verteilung der Anzahl
der gezogenen roten Kugeln.

3Leider meist weniger treffend Austauschbarkeit genannt, als ob zum Beispiel im Fall n = 2
statt (X1, X2) ~ (X2, X1) etwa (X1, Xo) ~ (X1,Y2) mit einer gewissen dritten Zufallsgrofie Ys
gelten sollte. Wir folgen hier Chow/Teicher (1997, Titel und p. xiii) und nicht der Mehrheit.

‘Dabei ist {Xi,...,X,} hier zu lesen als @ > w — {X;(w),...,Xn(w)}, und damit
PH{X1,...,Xn} =9) als P{w € Q: {X1(w),..., Xpn(w)} = s}).

5Was anschaulich kaum {iberrascht. Aber: “Was beweisbar ist, soll in der Wissenschaft nicht
ohne Beweis geglaubt werden.” (Dedekind 1893, Vorwort.)
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(b) Mit Zuriicklegen. Es seien n, N € N; dabei ist jetzt also auch n > N erlaubt.
Mit

P, = Uy firjed{l,...,n}

erhalten wir mit 7.10 die unabhangige Kopplung

(10) P = QP = Uy

j=1
Wegen 7.9(11) gilt auch hier
(11) X; ~ Uy firje{l,...,n}

also hat jedes X; hier dieselbe Verteilung wie in (a), aber die beiden Verteilungen
von X sind im Fall von n > 2 verschieden.

Gilt schlieBlich wieder (8), so haben wir fir k£ € {0,...,n}

(éx €R)=k) = #Q#{weﬁzg(ijR):k}

= (o) RO Ry

- (Wit
= b, . (k)

Sr+b

wobei im zweiten Schritt der Binomialkoeffizient die Auswahl der k Indizes j zéhlt,
fir die w; € R gelten soll; also gilt hier

(12) Z (X; €R) ~ B, -

(stochastische Herleitung der Binomialverteilung B,,, mit rationaler Trefferwahr-
scheinlichkeit p). O

7.12 Aufgabe (Das Ziegenproblem). Ein Kandidat hat am Ende einer Fernseh-
show die Wahl zwischen drei verschlossenen Tiren. Er weif}, dass sich hinter zweien
als Trostpreis jeweils eine Ziege verbirgt, wahrend hinter der verbleibenden Tiir als
Hauptpreis ein Auto bereitsteht. Der Kandidat wéhlt nun eine Tir, ohne diese zu
6ffnen. Darauthin 6ffnet der Spielleiter eine der beiden anderen Tiiren und eine Ziege
erscheint. Der Spielleiter gibt nun dem Kandidaten die Chance, seine bisherige Wahl
zu iiberdenken und erneut eine der drei Tiiren auszuwéahlen, um dann den hinter
dieser Tiir befindlichen Preis zu erhalten. Welches ist die beste Strategie fiir den
Kandidaten um den Hauptpreis zu gewinnen, und mit welcher Wahrscheinlichkeit
bekommt er ihn? O
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7.13 Aufgabe (zu einer moglichen Fehlinterpretation der Markov-Eigenschaft). Es
sei (2, P) = (Q1 x Q9 x Q3, P, ® Py ® P3pp) ein Markovsches Kopplungsmodell, und
es seien A = A} X Qy x Q3, B = Q1 X By x Q3,C = Oy x 25 x C3 Ereignisse in ()
mit P(AB) > 0. Dann gilt

(1) P(C|AB) = P(C|B)

(a) stets wenn B; einelementig ist,

(b) nicht zum Beispiel fiir geeignete A, B, C' im folgenden Modell fiir die Trefferzah-
lensummen bei 3 sukzessiven fairen Miinzwirfen: Q; = {0,...,j} fur j € {1,2, 3},
P =B, = (00 + 1), Pj—1( - |2) == 5(65 + 6pp1) fir j € {2,3} und z € Q. O

Die folgende Definition fasst noch gewisse sich aus Zufallsgrofen ergebende be-
dingte Wahrscheinlichkeiten in oft bequemer Weise zusammen, siche etwa die damit
mogliche konzise Definition 8.1 der stochastischen Unabhéngigkeit.

7.14 Definition. Es seien X : Q@ — X und Y : Q — Y Zufallsgrofen auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (€2, P). Ist K € Mark(Y, X') mit

(1) P(X e AlY =y) = K(Aly) fir ACX und P(Y =y) >0,

so heifit K eine faktorisierte bedingte Verteilung von X gegeben Y. Die Menge
all dieser bezeichnen wir mit P(X € -|Y = ). O

7.15 Beispiele. (a) In Satz 7.2 und mit den Kordinatengrofien X; : 2 — §; und
Xy 1 Q — Qy ist Py); eine faktorisierte bedingte Verteilung der zweiten Koordina-
tengrofle gegeben die erste, denn mit diesen schreibt sich 7.2(3) als

P(X2€A2|X1:w1) = Pg‘l(A2|w1) fﬁrAQQQQ undP(X1:w1)>O.

(b) Es sei (Q,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q@ — X eine Zufallsgrofie, und
B C Q ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann heifit, in Ergdnzung zu Definition 6.2,
P(X € -| B) € Prob(X) die elementare bedingte Verteilung von X gegeben B.
Ist nun auch P(B°) > 0, so definiert mit ¥ :=15: Q — {0,1} dann

P(X € A|B) fallsy=1, .
K = X C
(Alvy) {IP’( € A|BY) falls y =0 fir AC X und y € {0,1}
eine faktorisierte bedingte Verteilung von X gegeben Y. O]

Interessantere und niitzliche Beispiele faktorisierter bedingter Verteilungen brin-
gen die Aufgaben 8.3, 9.15, 9.32, 9.33.
Faktorisierte bedingte Verteilungen existieren stets:

7.16 Bemerkung. Gegeben sei die Situation aus Definition 7.14.
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(a) In Verallgemeinerung von Beispiel 7.15(a) ist mit P = (Y, X)oP, Q; =),
und €y == X jedes Py geméf 7.2(b) eine faktorisierte bedingte Verteilung von X
gegeben Y, denn fiir A C X und P(Y = y) > 0 gilt mit 7.2(3) im letzten Schritt

_ PV =y Xed) _ P{y}x4
LS. 7.14(1) = PR = g) — P({y} x X)
= P( x Al{y} x X) = Pyp(Aly).

Insbesondere ist P(X € -|Y = -) nichtleer.
(b) Sind K,L €e P(X € -|Y = -), so gilt nach 7.14(1) mit einer Schreibweise aus 5.4

(1) K(Al-) =y L(A|-) fir ACKX,
und damit sogar, wegen (1) und 3.3(14) im letzten Schritt,

(YoP)dye ¥ K- 19)=L(- [9))
= (YoR)(N{yeV:K(Aly) = L(Aly)}) = 1.

ACX

Speziell im Fall von P(Y = y) > 0 fir jedes y € Y ist also P(X € -|Y = )
einelementig.
(c) Vereinbarung. Es sei K € P(X € -|Y = -). Man schreibt dann, etwas unlo-
gisch aber suggestiv, auch

P(Xe-|Y=-) = K,

P(X € A|Y =) = K(A|-) fir ACX,
@) P(Xe |V =y) = K( |y) firye,

und man nennt dann auch noch, unter Verwendung der Schreibweise (2), die Prob(X')-
wertige Zufallsgrofe

(3) P(Xe-|Y) = (¥oym K(-|y))oY

eine (nichtfaktorisierte) bedingte Verteilung® von X gegeben Y. O]

SDieser Begriff wird in diesen Vorlesungen nicht weiter benétigt und erscheint hier eigentlich
nur, um einen Anschluss an weiterfithrende Biicher oder Vorlesungen zur allgemeinen WT herzu-
stellen. Dort ist jedoch die Terminologie und Notation nicht ganz einheitlich; wir folgen hier etwa
Feller (1971, pp. 160-161).
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8 Stochastische Unabhangigkeit

Das didaktische Problem einer natiirlichen Unabhangigkeitsdefinition, siche unten
Bemerkung 8.21, wird hier mit 8.1 elegant gelost, jedoch um den Preis einer Verwen-
dung der etwas abstrakten Definition 7.14 (was nach deren Einsetzen zur Bedingung
8.2(1) fiihrt).

8.1 Definition. Es sei (§2,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsgrofie X :
0 — X heiit von einer Zufallsgrofe Y : Q — ) (stochastisch) unabhingig,
in Zeichen X I Y, falls X 0P, aufgefasst als eine im ersten Argument konstante
Funktion auf ) x 2%, eine faktorisierte bedingte Verteilung von X gegeben Y ist.
Eine Familie X, = (X, : ¢ € I) von Zufallsgréfien X; : Q — A heiit (stochastisch)
unabhiingig falls X; 1 (X;:i € I\ {io}) fiir jedes iy € I gilt. Ereignisse heilen
(stochastisch) unabhingig falls ihre Indikatoren es sind. O

Man verwendet Sprechweisen wie in der Linearen Algebra fiir die lineare Un-
abhangigkeit von Vektoren, wie zum Beispiel: Fiir X 1L Y sagt man auch, in einer
durch 8.2(i)«<(ii) unten gerechtfertigten symmetrischen Sprechweise, “X und Y sind
voneinander unabhangig”. Fiir “(X; : i € I) ist unabhingig” sagt man auch, etwas
ungenau, “die X; mit ¢ € I sind unabhéngig”.

Damit kann man Definition 8.1 auch kurz und nur ein wenig unprézise so for-
mulieren: 1. Zwei Zufallsgroflen X und Y heiflen unabhangig wenn die bedingte
Verteilung von X gegeben Y gleich der unbedingten Verteilung von X ist. 2. Be-
liebig viele Zufallsgroffen heiflen unabhangig wenn eine jede von ihnen unabhangig
von allen! anderen ist.

Wir studieren zunéchst den Fall zweier Zufallsgrofien:

8.2 Satz. Fs seien X : Q@ — X und Y : Q — Y Zufallsgrofien auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,P). Dann sind die folgenden sechs Aussagen dquivalent:

(i) X1V, (i) YV 1L X, (iii) (X,Y) unabhdngig,

(iv) P(X€AYeB)=PXecAPY ¢eB) firACX und BC Y,

(v) PX=zY=y) =PX=x)PY =y) firvtecX undyec),
(vi) (X, Y)oP = (XoP)® (YoP).

Beweis. Die Bedingung (i) bedeutet ausgeschrieben

(1) P(XeA|Y=y) = P(XeA) firACXund PY =y) >0,

also, nach Einsetzen der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit,
PXeAY=y) = PXecAPY =y) firACX undP(Y =y) >0,

und letzteres ist dquivalent zu

(2) PXeAY=y) = PXecAPY =y frACXundye),

'Nicht “jeder”, denn damit wiirden wir nur “X; L X fiir jedes i € I und ¢ € I'\ {i}” fordern,
was fiir #1 > 3 eine echt schwéchere Bedingung ist; siche dazu Aufgabe 8.18(c).
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da die Gleichung in (2) fir die y € Y mit P(Y = y) = 0 sowieso gilt.
(i) = (iv): Summation Y- cp ... in (2).
(iv) = (v): Spezialisierung A == {z}, B = {y}.
(v) = (i): Summation Y c4 ... in (v) liefert (2).
(i) « (ii): Klar mit (i) < (iv), da (iv) invariant unter dem Rollentausch X <> Y
ist.

(v) & (vi): Fir z = (z,y) € X x Y gilt

((X,Y)oP)({z}) = LS.(v),

und, im ersten Schritt mit der Definition der unabhéngigen Kopplung ® in 7.9(c),
siehe 7.9(5) mit n = 2,

(xoP)® (YoP){z}) = (XoP)({z}) - (YOP){y}) = RS.(v).

Also ergibt sich die behauptete Aquivalenz (v) < (vi) mit Satz 3.6.
(i)A(ii) < (iii): Mit der Definition der Unabhangigkeit der Familie (X,Y) im
ersten Schritt ergibt sich die Aquivalenzkette

(i) © XL Y)undY L (X) & X LY undY L X,

wobei der letzte Klammerweglassschritt etwa mit (i) < (v) gerechtfertigt werden
kann. [l

8.3 Aufgabe. Es seien X ~ B, , und Y ~ B,, , unabhangige Ny-wertige Zufallsgro-
Ben, mit m,n € N und p € [0, 1]. Dann gilt, wie weiter unten in Satz 9.8 und noch-
mals in Aufgabe 9.14 gezeigt und hier als bekannt angenommen, X +Y ~ B, 1, ,.
Was ist hier P(X € -| X +Y =-)? (Randfélle p € {0, 1} separat betrachten!) [

Das - auch fiir sich interessante - Ergebnis von Aufgabe 8.3 wird in den Beweisen
von Lemma 12.16 und Satz 13.18 benutzt.

8.4 Aufgabe. Es sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Gibt es dann eine Zufalls-
groffe X : Q — X welche

(a) von sich selbst unabhéngig ist,

(b) sogar von jeder ZufallsgroBe Y :  — ) unabhéngig ist? O
Unter anderem zur Vorbereitung von Satz 8.6 zeigen wir:

8.5 Lemma (Vererbung auf Umindizierungen und Unterfamilien). FEs sei (X; :i €
I) eine Familie unabhdingiger Zufallsgrofien X; : Q — X; auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q,P). Dann ist fiir jede injektive Funktion ¢ : J — I auch (X, :j € J)
unabhdngig. Speziell ist (X; :i € J) fir J C I unabhdngig.

Beweis. Der Spezialfall ergibt sich durch Betrachtung von ¢ = id;.
Fiir den allgemeinen Fall sei ¢ : J — I injektiv und es sei jo € J. Mit i := ©(jo)

und Z = (Xy): 5 € I\ {o}) : @ = Xjenpio) Xe) = Z ist dann
(1) X;, L Z



Wabhrscheinlichkeitsrechnung I& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27 83

zu zeigen. Wir betrachten dazu YV := (X; : i € I\ {io}) : @ = Xicpnpg & = V.
Wegen der Injektivitdt von ¢ gilt ¢(j) € I\ {ig} fir j € J\ {jo}, und daher ist
7Y — Z durch 7(y) = (ypoj) : 7 € J \ {Jo}) fir y € Y wohldefiniert, und es gilt
Z = moY. Damit erhalten wir fir A C &; und C' C Z, unter Verwendung von
X;, LY und Kriterium 8.2(iv) im zweiten Schritt,

P(X;, € A, ZeC) = P(X;,, €AY ern'[C]) = PX; € APY en '[C])
= P(X;, € AP(Z € O);

also gilt (1). O

In der nun folgenden Verallgemeinerung der Unabhéngigkeitskriterien 8.2(iv,v,vi),
und damit auch bei deren Anwendungen, beschranken wir uns der Einfachheit halber
auf endliche Familien:

8.6 Satz. FEs sei Xy = (X; : i € I) eine endliche Familie von Zufallsgrofien X; :
Q — X, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, P). Dann sind die folgenden finf
Aussagen dquivalent:

(i) X, ist unabhdngig,

(i) P(X;€A; fuiriel) = [[P(X; € 4;) falls A; C X, firi€l,

(iii) P(X;=ua; firiel) = ]f[ P(X; = ;) firze X A,

(iv) P(X;=uz; firiel) = ]§[ P(X; = ;) falls dzelf‘échte Seite > 0 ist,

(v) ((Xi:z'el))DIP_g(XiéP).
Beweis. (i) = (ii): Wegen Lemma 8.5 kann ohne Einschrankung I = {1,...,n}
fir ein n € N angenommen werden. Damit gelte (i). Ist £ € {1,...,n}, so ist

(X1, ..., X)) unabhéngig wegen Lemma 8.5, und fir A; C X firi € {1,...,k} folgt
mit Kriterium 8.2(iv) im zweiten Schritt

k—1
P(X; € A; firie {1,...,k}) = IP(((Xl,...,Xk_l) e X A4, XkeAk)
=1

k—1
= P((X1,..., X)) € Z<1 A )P( Xy € Ay)
= P(X;e A firie{l,....k—1}DP(X) € Ap).

Damit erhalt man (ii) durch Induktion.

(il) = (iii): Spezialisierung A; = {x;}.

(ili) = (i): (iii) gelte, und es sei i € 1. Mit Y = (X; : i € I\ {ip}) : Q@ —
X ien\fio} Xi = Y ist dann

(1) X, LY

o
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zu zeigen. Summation Z% ex, in (iii) liefert

(2) PY=y) = ][I PXi=y) firyel.
i1\ {io}

Ist nun z € & und y € Y, so erhalten wir mit z € X ie1 X; definiert durch zi =
und z|p (i) = y, unter Anwendung von (iii) im ersten Schritt und (2) im dritten,

]P)(XZ :JZ,Y:y) = I_IED(AXVZ = Zz) = P(Xio
i€l

= P(X;, = 2)B(Y = y);

= 2)-R.S.(2)

also gilt (1) nach Kriterium 8.2(v).

(iii) < (iv): Klar, da im Fall von P(X; = z;) = 0 fiir ein ¢ € I die betrachtete
Gleichung automatisch gilt.

(iii) < (v): Wie der Beweis von 8.2(v)<(vi). O

Der Genauigkeit halber halten wir noch fest:

8.7 Bemerkung. Die Unabhéngigkeit einer Familie (X; : i € I) von Zufallsgrofien
X; : 0 — X; hangt nicht von den jeweils gewahlten Zielmengen X; ab:

Ist (X; : i € 1) als Familie von Zufallsgréfien X; : Q — X; unabhdngig, und ist
auch YV; O X;[Q] fir i € 1, so ist (X; : 1 € I) auch als Familie von Zufallsgrofien
X; : Q — Y; unabhdingig.

Denn das Erfiilltsein von Kriterium 8.6(iv) angewandt auf die X; bezichungsweise
die Y; dndert sich nicht, wenn diese jeweils durch X;[€2] ersetzt werden. ]

8.8 Beispiel. Koordinatengréfien in unabhéngigen Kopplungsmodellen sind unab-
héngig, siche 7.9(12).

Umgekehrt ist die Verbundverteilung einer endlichen unabhéngigen Familie von
ZufallsgroBen nach 8.6(i)=(v) das Produkt ihrer Randverteilungen, also insbeson-
dere eine unabhangige Kopplung. O]

Wegen der obigen Charakterisierung 8.6(v) legen, anders als im durch Aufga-
be 5.14 oder 7.11(6,11,4,10) exemplifizierten allgemeinen Fall, unter der Unabhén-
gigkeitsannahme die Randverteilungen schon die Verbundverteilung fest. Genauer:

8.9 Korollar. Es seien X = (X;:1 € 1) undY = (Y; : i € I) Zufallsgréfsen mit
Werten in X ,c; X;. Es sei (X; : i € I) unabhingig und I endlich. Dann gilt die
Aquivalenz

X~Y & (Y;:i€l) unabhingig und X; ~Y; firie 1.

Beweis. Essei (Q1,P1) bzw. (Qy, Py) der Wahrscheinlichkeitsraum auf dem X bzw. Y
definiert ist.
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“«<”: Mit der jeweiligen Unabhangigkeitsannahme im ersten und im dritten
Schritt, und mit X; ~ Y; im zweiten, folgt

XoP, = QX;0P) = QVioPy) = YoP;.
iel iel
“=": Aus X ~ Y folgt nach Beispiel 5.13 zunéchst X; ~ Y; fir ¢ € I, und damit
im dritten Schritt auch

YoP, = XoP, = ®(X1'5P1) = ®(Y2‘DP2),
il iel
und damit die Unabhangigkeit von (Y; : i € I) nach Satz 8.6(v)=(i). O

In konkreten Fallen ist der Nachweis einer Unabhangigkeit nicht immer leicht.
Manchmal helfen dabei Lemma 8.5 und der folgende Satz.

8.10 Satz (Weitere Vererbungskriterien). Es sei (X; :i € I) eine endliche Familie
unabhdngiger Zufallsgrofien X; : Q@ — X;. Dann sind auch die folgenden Familien
von Zufallsgrofien jeweils unabhdngig.

(a) Blockungen: ((X;:i € [;):j € J) fir jede paarweise disjunkte endliche Fa-
milie (I; : j € J) von Teilmengen von I.

(b) Funktionen: (7;0 X; :i € I) mit Funktionen T; : X; — Y.
Beweis. (a) Mit YV; = (X; : i € I}) : Q — Xielj = Y, fir j € J gilt fir
y€ X eV, alsoy; = (yj i € I;) € Y; fir j € J, dann
P(}/}:yj fllI'jE J) = ]P)(Xlzyﬂ furj c JundzEIJ)
I[P =y) = [P =y)
jeJiEl; jeJ
wegen 8.6(i)=(iii) im zweiten Schritt, und wegen der Unabhéngigkeit jeder Familie
(Xji : ¢ € I;) nach Lemma 8.5 und wieder 8.6(i)=-(iii) im dritten. Alsoist (Y : j € J)
unabhéngig nach 8.6(iii)=(i).
(b) Ist B; C Y fiir i € I, so gilt
P(Tio X; € B firi € I) = P(X; €T, [B] firiel)
i€l i€l
wegen 8.6(i)=-(ii) im zweiten Schritt; also ist (7; o X; : ¢ € I) unabhingig we-
gen 8.6(ii)=(i). O
8.11 Beispiel. Fiir unabhéngige X1,..., Xg:  — R sind jeweils

Xs, X4, Xo, X1 ,X3, X5 unabhéngig,
(Xs, X2), (X1,X5), X3 unabhéngig,
X8+X2, Xl'X5, SiIl(Xg) unabhéingig,

nach sukzessiver Anwendung von Lemma 8.5 und Satz 8.10(a,b). ]



86 Wahrscheinlichkeitsrechnung 1& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27

8.12 Aufgabe (Unabhingige Wiirfelsummen modulo 6). Auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, P) seien X7, Xo, X3, X, : Q@ — X = {0,...,5} unabhéngig und
jeweils U ,-verteilt. Es bezeichne @& die Addition modulo 6 auf X.

(a) Wieist X; @ X3 verteilt?

(b) Sind X; & X3 und X5 @ X, unabhéngig?

(c) Sind X; & X3 und X, @ X3 unabhéngig?

(d) Sind X; 4+ X3 und X5 + X3 unabhéngig?

(e) Bleibt Ihre Antwort fiir (c) giiltig, wenn in der Voraussetzung die Gleichvertei-
lung U, durch eine beliebige Verteilung P € Prob(X) ersetzt wird?

Hinweis: Fiir in (a) oder (¢) zu betrachtende Ereignisse A konnte die Darstellung

5
A= U An{X; = j} niitzlich sein. O
=0

Wir spezialisieren nun zur Betrachtung der Unabhangigkeit von endlich vielen
Ereignissen. Nach Lemma 8.5 konnen wir uns dabei auf die Indexmengen {1,...,n}
mit n € N beschranken.

8.13 Korollar. FEs seien Aq,..., A, FEreignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,P). Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(i) Aq,..., A, unabhdingig,
(i) PQla, =g fuirie{l,...,n}) = I P14, = &) fiire € {0,1}",

(iii)  Bedingung (i) mit anderer Reihenfolge der A;, oder mit beliebigen der A;
durch A ersetzt.

Beweis. (i) < (ii): Definition 8.1, kombiniert mit Kriterium 8.6(iii) angewandt auf
die Familie (14,,...,14,) der {0, 1}-wertigen Zufallsgrofien 14,.
(ii) « (iii): Lemma 8.5, beziehungsweise Satz 8.10(b) kombiniert mit 14c =

1_1Ai und 1Ai:1_1A§‘ UJ
Die 2" Gleichungen in 8.13(ii), von denen die eine mit € = (1,...,1) sich in der
Form
(1) P((VA) = [IP(A)
i=1 i=1

schreiben lasst, und die ibrigen 2" — 1 sich wegen 14, = 0 < 14 = 1 durch
Ersetzung gewisser A; durch A ergeben, kénnen durch 2" — n — 1 Gleichungen
ersetzt werden. Wir notieren zuerst ausfithrlich den wichtigen Spezialfall n = 2:

8.14 Satz. Es seien A und B Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, P).
Dann sind die folgenden 32 Bedingungen dquivalent:
i) AL B, (i) 14 L 1p,
(ii) P(AB)=P(A)P(B),
(iv) P(B) =0 oder P(A|B)=P(A),
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und die aus den obigen Bedingungen durch Vertauschung von A mit B, oder A
mit A®, oder B mit B¢ hervorgehenden sieben Varianten.

Beweis. (i) < (ii) ist Definition 8.1.

(i) = (iii): 8.13(1) mit n = 2.

(iii) ist dquivalent zu jeder seiner sicben Varianten, trivialerweise beztiglich der
Vertauschung von A mit B, und wegen P(A°B) — P(A°)P(B) = P(B) — P(AB) —
(1-P(A))P(B) =P(A)P(B) — P(AB) beziiglich der Vertauschung von A mit A°.

(iii) = (i): (iii) und seine drei durch Komplementierungen entstehenden Varian-
ten liefern die vier Gleichungen in 8.13(ii) mit n = 2.

(iii) < (iv) ist Definition 6.2. O

8.15 Beispiel (Rauchen und Lungenkrebs). Fiir ein Kollektiv von Menschen be-

zeichne A das Ereignis, im Laufe des Lebens an Lungenkrebs zu erkranken, und B

das Ereignis, iiber einen ldngeren Zeitraum geraucht zu haben. Dann ist typi-

scherweise A nicht unabhéngig von B, sondern positiv abhiangig im Sinne von

P(A|B) > P(A). Folgt daraus schon, dass Rauchen Lungenkrebs begiinstigt?
Wenn ja, dann folgt wegen der Aquivalenz

(1) P(A|B) > P(A) & P(B|A) > P(B)
auch, dass Lungenkrebs Rauchen begiinstigt. [

8.16 Aufgabe. Gegen seiner Meinung nach voreilige Schliisse auf eine Begiinsti-
gung von Lungenkrebs durch Rauchen wandte sich der bertihmte Statistiker und
Genetiker Sir Ronald A. Fisher (1890-1962) in Fisher (1958 a,b) mit Daten aus der
Zwillingsforschung:

Es wird davon ausgegangen, dass die Entstehung von Lungenkrebs durch ge-
netische Faktoren begiinstigt wird. Wenn nun auch das Rauchverhalten genetisch
beeinflusst wiirde, dann wére es zumindest denkbar, dass gewisse genetische Ver-
anlagungen eines Menschen als Ursache? sowohl Rauchen als auch Lungenkrebs
beglinstigen konnten, ohne dass Rauchen irgendwie den Krebs verursachte.

Zur Untersuchung der Abhéngigkeit des Rauchverhaltens von der genetischen
Veranlagung werden in Fisher (1958 a) Beobachtungen an 51 eineiigen und 31 zwei-
eiigen Zwillingspaaren betrachtet. Mit Definition 2.2 naiv auf n = 51 bzw. n = 31
angewandt erhalten wir im Kollektiv der eineiigen Zwillingspaare bzw. dem der
zweieiigen

P (“Gleiche Rauchgewohnheiten”) = 2 = 0.65,
P5(“Gleiche Rauchgewohnheiten”) = & = 0.35,

auf ganze Prozent gerundet. Wenn man nun annimmt, dass der Effekt &hnlicher Um-
welteinfliisse unter eineiigen Zwillingspaaren ungefahr genauso ist wie unter zweieii-
gen, dann ware die deutlich hohere Wahrscheinlichkeit der Gleichheit des Rauchver-
haltens unter eineiigen nur mit ihrer genetischen Gleichheit erklérbar, und wiirde

2Wir gehen hier dariiber hinweg, dass der Begriff “Ursache” nicht zu den wohldefiniertesten
gehort.
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also eine Beeinflussung der Rauchgewohnheiten durch die genetische Veranlagung
belegen.

(a) Es wére jedoch denkbar, dass sich eineiige Zwillinge untereinander starker be-
einflussen als zweieiige. In Fisher (1958b) werden daher weitere Beobachtungen
an teils gemeinsam, teils getrennt aufgewachsenen eineiigen Zwillingspaaren unter-
sucht. Die dort betrachteten eineiigen Zwillingspaare als ein Kollektiv ansehend,
ist in diesem das Ereignis “Gleiche Rauchgewohnheiten” vom Ereignis “Gemeinsam
aufgewachsen” unabhangig?

(b) Der in Fisher (1958 b) betrachtete Datensatz enthélt auch Beobachtungen an
zweieiigen Zwillingspaaren. Damit ergibt sich hier, zur Unterscheidung einen Index
“b” anbringend,

B,1(“Gleiche Rauchgewohnheiten”) = 25 = 0.83,
P, »(“Gleiche Rauchgewohnheiten”) = & = 0.50.

Wie erklaren Sie sich die Unterschiede zu den obigen Werten 0.65 und 0.357

Das Analogon von Kriterium 8.14(iii) fiir drei Ereignisse ist komplizierter als
man vielleicht zunédchst denken mag:

8.17 Aufgabe. Ereignisse A, B,C in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) sind
genau dann unabhéangig, wenn neben ihrer paarweisen Unabhangigkeit

(1)  P(AB) = P(AP(B), P(AC) = P(A)P(C), P(BC) = P(B)P(C)
auch

2) P(ABC) = P(A)P(B)P(C)

gilt. O

8.18 Aufgabe (Einfache Beispiele zur Unabhéngigkeit). (a) Geben Sie im Stan-
dardmodell des einfachen Wiirfelwurfes ein nichttriviales Beispiel zweier unabhan-
giger Ereignisse an. Geht so etwas auch beim einmaligen Roulette-Spiel (Ergebnis-
menge {0,...,36})7

(b) Geben Sie im Standardmodell des einfachen Wiirfelwurfes drei abhingige Er-
eignisse A, B,C mit P(AN BN C) =P(A)P(B)P(C) an.

(c) Ein regelméfiges Tetraeder sei wie folgt koloriert: Eine Fliche nur rot, eine
Fléache nur blau, eine Fliache nur gelb, und eine Fliache mit allen drei Farben. Er
werde einmal “tetraedert”. Es sei R das Ereignis, dass dabei die untenliegende Flache
die Farbe rot enthélt. Entsprechend seien die Ereignisse B und G definiert. Sind
R, B unabhangig? Sind R, G unabhéangig? Sind B,G unabhéngig? Sind R, B,G
unabhéngig? O]
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8.19 Aufgabe (Unschidliche Maschine). Eine Maschine (etwa ein Flugzeug oder
ein Kernkraftwerk) arbeite unschéadlich wenn mindestens eines von drei wichtigen
Teilen funktioniert. Deren Ausfallwahrscheinlichkeiten seien 0.01, 0.02 und 0.03.
Was konnen Sie tiber die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Maschine unschédlich
ist, sagen

(a) falls keine weiteren Voraussetzungen getroffen werden,

(b) falls angenommen werden kann, dass die drei Teile unabhéngig voneinander
ausfallen?

Bemerkung: Dieses einfache Beispiel illustriert den in der angewandten Wahr-
scheinlichkeitsrechnung vielleicht haufigsten und oft schwerwiegenden Fehler: Die
ungerechtfertigte Annahme der Unabhéngigkeit. O]

Die nach den Aufgaben 8.17 und 8.18(b,c) naheliegende Verallgemeinerung des
Kriteriums 8.14(iii) auf beliebig endlich viele Ereignisse ist:

8.20 Satz. Ereignisse Ai,..., A, in einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,P) sind
genau dann unabhdngig, wenn

(1) P(A) = [[P(A) firl C{1,...,n} mit #I > 2

i€l icl
gilt.

Beweis. Sind Ay, ..., A, unabhéngig, so ist fir I C {1,...,n} nach Lemma 8.5 auch
(A; : ¢ € I) unabhéngig, und die Gleichung in (1) folgt mit 8.13(1) angewandt auf
I statt {1,...,n}.

Gilt umkehrt (1), so schlieft man &hnlich wie in Aufgabe 8.17, mit Induktion
iiber die Anzahl der Komplementzeichen, auf die Unabhangigkeit der A;. O

8.21 Bemerkung. Die Wahl einer moglichst direkten Definition der Unabhéngig-
keit von Ereignissen, also ohne Riickgriff auf eine vorherige Definition der Unabhén-
gigkeit von Zufallsgrofien, ist anscheinend ein nichttriviales didaktisches Problem.

(a) Im einfachsten Fall zweier Ereignisse A, B ist vielleicht
(1) P(A|B) = P(A) und P(B|A)=P(B)

die nattrlichste Wahl, welche jedoch nur im Fall von P(A)P(B) > 0 sinnvoll ist. Die
Hinzufiigung von

(2) , oder P(A) =0 oder P(B) =0

miisste man dann durch mathematische Eleganz rechtfertigen, etwa wie im folgenden
wohl iiberzeugend, aber mit nur einfachsten Vorkenntnissen nicht voll verstandlich:

Mit nur (1) als Definition der Unabhéngigkeit konnte man Folgen (A,), (B,)
von Ereignissen finden, die im Sinne der punktweisen Konvergenzen 1,4, — 14 und
1, — 1p gegen die Ereignisse A, B konvergieren, fir die weiter A,, L B, firn € N



90 Wahrscheinlichkeitsrechnung 1& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27

gilt, aber nicht A 1L B, namlich wegen P(A)P(B) = 0. Mit (1) und (2) als Definition,
dquivalent also 8.14(iii), kann das nicht passieren, denn aus den Voraussetzungen
ergibt sich dann P(A,) — P(A), P(B,) — P(B), und P(A,B,) — P(AB), nach
einer in Satz 3.3 hinzufiigbaren Rechenregel, also P(AB) = P(A)P(B) und damit
Al B.

Weiter wiirde man sich wohl wundern, dass weder P(A) = 1 noch P(B) =1 ein
Sonderfall wére.

(b) Fiir mehrere Ereignisse Ay, ..., A, hitte man 8.13(1) und seine 2" — 1 Vari-
anten oder 8.20(1) zu motivieren. Vielleicht, die Definition von A 1L B aus (a)
voraussetzend, mit einer Forderung wie (im Fall n = 3)

A, B, C unabhéngig 2N A, B, C paarweise unabhéngig, und AB, C unabhéngig,

denn die erzwingt auch P(ABC) = P(AB)P(C) = P(A)P(B)P(C). O

Eine weitere Aufgabe

8.22 Aufgabe (Nichttransitive Wiirfel). Ute und Volker haben drei normale Wiirfel
mit den ungewohnlichen Beschriftungen (1,1,5,5,9,9), (2,2,6,6,7,7), (3,3,4,4,8,8)
versehen. Sie wollen nun folgendes Spiel spielen: Zuerst wahlt einer der beiden einen
der drei Wiirfel, dann wéhlt der andere einen der zwei verbleibenden Wiirfel. Danach
wiirfeln sie beide je einmal, und die hohere Augenzahl gewinnt. Volker will nun Ute
den Vortritt bei der Wiirfelwahl lassen. Ist Volker ein Kavalier?

Hinweis: Modellieren Sie die Gewinnwahrscheinlichkeit fir Ute durch P(U > V),
wobei die auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) zu definierenden Zu-
fallsgroBen U, V' die von Ute beziechungsweise Volker erzielten Augenzahlen angeben.
Dabei werden U und V', und darf (Q,P), vom Ergebnis der Wiirfelwahl abhéngen.
Welchen Wiirfel wiirde Volker jeweils wéhlen? ]
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9 Bernoulli-Ketten, Binomial-, Negativbinomial-
und Multinomialverteilungen, Faltungen

Wir erinnern uns der Definition und Bemerkung 5.9 zu Indikatoren und Bernoulli-
Verteilungen.

9.1 Definition (Bernoulli-Ketten). Es sein € Ny, p € [0,1], und X, = (X1,...,X,,)
eine Familie unabhangiger und identisch je B,-verteilter Zufallssgrofen X;. Dann
heiBt X, Bernoulli-Kette mit den Parametern n (Lénge) und p (Trefferwahr-
scheinlichkeit). O

Solche Bernoulli-Ketten existieren nach Beispiel 8.8 sowie 7.9(11) mit P, .= B,
fir i € {1,...,n}. Wir erinnern uns der Schreibweise =p aus Bemerkung 5.4.

9.2 Satz. Fs sein € Ny, p € [0,1], Xo = (X1,...,X,,) eine Familie von Zufalls-
groflen X; auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, P), und X = (X,...,X,) der
zugehorige Zufallsvektor. Dann sind die folgenden vier Aussagen dquivalent!:
(i) X, ist eine Bernoulli-Kette mit den Parametern n und p.
(i) X =p (1a,,...,1a,) mit unabhdngigen Ereignissen A;, je mit P(A;) = p.
(i) XoP =B
) P(X =x) = plini® . (1 —p)" 2% fir z € {0, 1},

(iv

Beweis. (i) = (iii) folgt aus 8.6(i)=(v).
(ili) & (iv): Fur z € {0,1}" ist

R.S.(iv) = pri(l—p)l_xi

die Dichte von B5™ an der Stelle x, wegen 5.9(2) und 7.9(5); also gilt (iii) < (iv).
(iii) = (i): (iii) gelte. Dann ist X verteilt wie der Koordinatengrofenvektor im
unabhangigen Kopplungsmodell BJ™, also folgt (i) mit 7.9(e).

(i) = (ii): (i) gelte. Fiiri € {1,...,n} sei A; := X; '[{1}]. Dann sind die Zufalls-
grofien 1,4, = (X; = 1) als Funktionen der X; unabhéngig wegen 8.10(b). Weiter gilt
fir jedes i wegen {X; # 14,} C{X; ¢ {0,1}} dann

P(X;#14) < 1-PX;=0)—P(X;=1) = 1—(1—p)—p = 0,

also X; =p 14,, und damit folgt X =p (14,,...,14,) nach 3.3(14) angewandt auf
die Ereignisse {X; = 14,}.

(ii) = (i): (ii) gelte. Dann sind die 14, unabhéngig nach Definition 8.1, und wegen
X ~(1a,,...,14,)nach 5.4(3) folgt die Unabhangigkeit der X; aus Korollar 8.9 [

Wir nennen BI?” eine Bernoulli-Kettenverteilung obwohl dies, nach Definiti-
on 9.1 und Satz 9.2, nicht eine Verteilung der Bernoulli-Kette X,, sondern die eines

!Beispiel einer Bernoulli-Kette fiir welche (ii) nicht mit“=" statt “=p” gilt: Koordinatengréfien
im Modell ((1—p)do + pd1 + 062)®n auf Q = {0,1,2}".
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zugehorigen Zufallsvektors X ist, und wir nennen wohl gelegentlich auch nachléssi-
gerweise so ein X eine Bernoulli-Kette.

Definition 9.1 und Satz 9.2 betreffen Bernoulli-Ketten endlicher Lange. Gibt es
auch “unendliche Bernoulli-Ketten”?

9.3 Bemerkung. Es sei p € |0, 1]. Dann gibt es keine Familie X, = (X, : i € N)
unabhangiger und je B,-verteilter ZufallsgroSen auf einem elementaren Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, P), denn fir so ein X, ware mit X = (X; : ¢ € N) dann fir
z € {0,1}¥ und n € N, beziehungsweise n — oo, unter Verwendung der Unabhin-
gigkeit von (X1,...,X,) nach 8.5 im zweiten Schritt,

PX=2) < PXi=uz1,...,X,=1,) = [[P(X;=x)

n

= [Ira-p'" < (max{p,1-p})" = 0,
1=1

also P(X = x) = 0, und damit im vierten Schritt, und mit 3.3(14) im ersten,

1= P(N{xef{o1}}) = P(xefo,1}") = Y PX=x) =0

ieN ze{0,1}N

In der MIT und der WT betrachtet man “nichtelementare Wahrscheinlichkeits-
rdume”; in geeigneten solchen existieren dann auch unendliche Bernoulli-Ketten zu
gegebener Trefferwahrscheinlichkeit p, siehe etwa Billingsley (1995, Theorem 5.3
oder 20.4 oder 36.2). O

Zuruck zu endlichen Bernoulli-Ketten:

9.4 Beispiel. Im Beispiel 7.11(b) des Ziehens mit Zuriicklegen ist die Folge der
Indikatoren von “rot in der j-ten Zichung”, also ((Xj €R):j€ {1,...,n}),
eine Bernoulli-Kette mit den Parametern n und P(X; € R) = .1, denn die we-
gen 7.11(11) identisch verteilten Indikatoren (X; € R) sind als Funktionen der nach
Beispiel 8.8 unabhéngigen X; unabhéngig wegen 8.10(b).

Dagegen ist im Beispiel 7.11(a) des Ziehens ohne Zurticklegen im Fall von n > 2
und 1 <r < N — 1 die entsprechende Indikatorenfolge ((Xj €ER):je{l,... ,n})
keine Bernoulli-Kette: Zwar sind wegen 7.11(6) auch hier die X; und damit auch die
Indikatoren (X; € R) identisch verteilt, aber letztere sind nicht unabhéngig, denn
fiir die ersten beiden zugehorigen Ereignisse erhalten wir

P(X1 € R, X;€R) = Upa(RxR) = Up(RL) = 352
# I, = P(X, € RP(X, € R),

im ersten Schritt wegen 7.9(10) mit £ = 2 und 7.11(4) mit n = 2. O

In Verallgemeinerung von 7.11(12) gilt:
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9.5 Satz. Es sei (X; : 1 € {1,...,n}) eine Bernoulli-Kette mit der Trefferwahr-
scheinlichkeit p. Dann gilt 77 X; ~ By, .

Beweis. Fur k € {0,...,n} gilt, mit X = (X4,...,X,),

P(i}Xi:k) 3 P(X = z)

{01} :> xi=k
= - p e (01w = k)
=1

= (Prra-mr = v

wegen 9.2(iv) im zweiten Schritt, 4.4(3) im dritten, und der Definition der b, , in
Beispiel 3.13 im vierten. O

9.6 Aufgabe (Warten auf den Lottogewinn).

(a) Essein € N, p €]0,1], @ € [0,1] und es gelte X ~ B, ,. Geben Sie eine
moglichst einfache Formel fir P(X > 1) an und beweisen Sie mit deren Hilfe die
Aquivalenz

1 1—
PX>1)>a o n> 80=0)
log(1 — p)

(b) Sie wollen versuchen, durch beharrliches Lottospielen ans grofie Geld zu kom-
men. Dazu nehmen Sie sich vor, jede Woche eine Tippreihe fiir “6 aus 49” abzugeben.
Wie viele Wochen miissen Sie durchhalten, um mindestens mit der Wahrscheinlich-
keit 0.001 mindestens einmal “6 richtige” zu haben? O

9.7 Aufgabe (Wie viele Disen sind sicherer?). Ein Diisenflugzeug mit n = 2k € 2N
Diisen kann sich in der Luft halten, wenn mindestens die Halfte der Diisen funk-
tioniert. Jede Diise falle unabhangig von den anderen mit der Wahrscheinlichkeit
p € ]0,1] aus. Wiirden Sie lieber in ein Flugzeug mit 2 Diisen oder in eines mit 4
Diisen steigen wollen? O

Direkt aus der obigen natiirlichen Herleitung der Binomialverteilungen in Satz 9.5
ergibt sich, anschaulich ohne weiteres und auch streng formal ohne Rechnung;:

9.8 Satz. Es seien S ~ B,,, und T' ~ B,, , unabhdingig mit m,n € Ny und p € [0, 1].
Dann gilt S +T ~ By p-

Beweis. 1. Sind auch S” und 7" unabhéngige Zufallsgrofien mit den angegebenen
Binomialverteilungen, so gilt (S,7T) ~ (5’,T7") nach 8.9“«<” und damit auch S +
T ~ S+ T'; also sind S und T mit den angegebenen Eigenschaften frei wahlbar.
2. Gerechtfertigt durch die Bemerkung im Anschluss an Definition 9.1 wéahlen
wir (X1,..., X, Y1,....Y,) ~ Bf?(”””). Dann gilt auch (X1, ..., X,,) ~ BJ™ und
(Y1,...,Yn) ~ BJ" es sind S == X, X; und T' := Y7, Y; unabhéngig wegen
Satz 8.10, und eine dreimalige Anwendung von Satz 9.5 liefert S ~ B,,,,, T' ~ B,, ,,
und S+ 71 ~ Byt p. O
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Satz 9.8 bestimmt in einem Spezialfall die Verteilung der Summe zweier unab-
hangiger reellwertiger Zufallsgroflen bei gegebenen Verteilungen der Summanden.
Allgemeiner, etwa im mehrdimensionalen Fall oder mit Multiplikation statt Additi-
on, nennt man so ein Resultat eine Faltung:

9.9 Definition. Es sei (X, -) eine Halbgruppe und es seien P,Q € Prob(X). Die
Verteilung von X - Y fiir unabhangige Zufallsgroien X ~ P und Y ~ @) heifit dann
die Faltung (beziiglich der Verkniipfung -) von P mit @), in Zeichen P * Q. O

9.10 Beispiel. Es gilt
(1) Bup*Bup = Buinp firm,n € Nyundp e [0,1]
beztiglich + auf R, nach Satz 9.8. m

9.11 Bemerkungen. Es sei (X, ) eine Halbgruppe.

(a) In 9.9 ist P x @ tatséchlich wohldefiniert, wegen der Existenz der dortigen
X,Y etwa als Koordinatengréfien im unabhéngigen Kopplungsmodell P ® ) auf
X2, und wegen einer Argumentation vollig analog zu Beweisschritt 1 zu Satz 9.8.
Insbesondere gilt

(1) PxQ = (X3 (z,y) =2 y)o(PeQ) fir P,Q € Prob(X).

(b) (Prob(&X),*) ist eine Halbgruppe, denn * ist offenbar eine Verkniipfung auf
Prob(X), und fir P, @, R € Prob(X) folgt mit unabhéngigen X ~ P,Y ~ Q,Z ~ R
aus (X -Y)-Z =X - (Y- Z) trivialerweise (X -Y)-Z)oP = (X - (Y - Z)) 0P,
und wegen X - Y 1L Zist (X -Y)-Z)oP=((X -Y)oP)x (ZoP) = (PxQ)* R,
und analog ist (X - (Y - Z))oP = P % (Q * R); also ist % auch assoziativ. Ist -
kommutativ, so folgt dhnlich die Kommutativitdt von *. Ist e neutral fiir -, so ist
wegen e- X = X -e =X fir X ~ P € Prob(X) dann auch (Prob(X, *) ein Monoid,
mit dem neutralen Element 4..

Man verwendet iibliche Produkt- und Potenznotationen, *;_, P, und P*" fiir
Pi,...,P,, P € Prob(X) und n € N im allgemeinen Fall, beziehungsweise n € Ny
im Monoidfall, und zeigt per Induktion

(2) ,>_|<1 P, = Verteilung von [ X; fiir unabhéngige X; ~ P,

=1

(3) P*™ = Verteilung von [[X; fiir unabh. u. identisch P-verteilte X;.

i=1
(c) Die bei weitem wichtigsten Spezialfille sind (X, -) = (R, +), Unterhalbgruppen
davon, und die entsprechenden mehrdimensionalen Varianten. Dann ist natiirlich
das Produktzeichen [] in (2) und (3) durch das Summenzeichen Y zu ersetzen, und
wir erhalten beispielsweise in Verallgemeinerung von 9.10(1)

k
(4) *B,, = B fiir k € No,n € N, p € [0,1]

Zf:lni’p
als Verteilung von >, X; fir unabhangige X; ~ B,, ,.
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(d) Aufgabe 8.12(a) fragt nach einer Faltung tiber der endlichen Gruppe (Zg, +).

(e) Faltungen tiber nichtkommutativen endlichen Gruppen kommen beispielsweise
bei der stochastischen Analyse des Kartenmischens vor, siehe dazu etwa Diaco-

nis (1988). O

Zur Vorbereitung des nédchsten Satzes erinnern wir an einen Begriff der elemen-
taren Algebra:

9.12 Definition. Es sei (X, ) eine Halbgruppe, und es seien A, B C X'. Dann heifit
A-B = {zy:x€ A yec B}

das Komplexprodukt von A mit B, und bei additiver Notation (also nur im kom-
mutativen Fall) auch Minkowski-Summe, A+ B ={x+y:x € A,y € B}. O

9.13 Satz (Faltungsformeln fiir Dichten).

(a) Abstrakter Fall. Es sei (X,-) eine Halbgruppe und es seien P, () € Prob(X)
mit Tragern (im weiteren Sinne) Xy, Yo € X. Dann ist das das Komplexprodukt
Xo - Yo ein Triger von P * @, genauer gilt

(1) Supp P*Q = (Supp P) - (Supp @),

und fir die zugehorigen Dichten gilt

(2) fP*Q(z) = Z fP(I>fQ(y) = Z fp(l‘)fQ(y) fir z € X.

(z,y)EX?  zy=2 (z,y)EXoX Vo : zYy=2

Ist (X,-) eine Gruppe, so gilt weiter

(3) frg(z) = ZfP 2y~ ) foly pr z) fola™ '2)

yeX reX
= > fplzy™) = > fplx)fola™ 2)  firzeX.
y€Vo T€Xp

(b) Spezialfall (Ny,+). Es seien P,Q € Prob(Ny). Dann gilt

(4) fP*Q prk ng pr (k—10)  firk € N,

und Supp P * Q = (Supp P) + (Supp Q).

Beweis. (a) Es seien X ~ P und Y ~ @ unabhéngige Zufallsgrofen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (£2, P). Wegen

{X-YeX W} 2 {XeXin{yen}
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und P(X € &)) = P(Xy) = 1 sowie P(Y € )p) = 1 folgt
(P+Q)(X-2) = P(X Y E€X-N) > PUXeX}In{y en}) = 1

nach 3.3(14), auch ohne X 1 Y zu verwenden; also ist Xj - )y ein Tréger von P @),
und speziell fiir Xy = Supp P und )y = Supp @ ergibt sich “C” in (1).
Fir z € X gilt, wegen der totalen Additivitdt 3.3(10) im zweiten Schritt,

frolz) = PX-Y=2) = Y  BX=1xY=y),

(z,y)€EX? : 2y=2

und mit X L Y folgt die erste Darstellung in (2), wobei nur Summanden mit z € &}
und y € Y nicht Null sind, woraus die zweite Darstellung folgt.

Ist z € R.S.(1), also z = zgy, fiir geeignete xy € Supp P und yy € Supp @, so
liefert (2) nun fp,o(2) = fp(wo)fo(vo) > 0, also z € L.S.(1); folglich gilt auch “2”
in (1).

Im Gruppenfall liefert (2) wegen der Aquivalenzkette 2y = z & 1 = 2y~ ! &
y =z~ 'z auch (3).

(b) Teil (a) angewandt auf die Gruppe (Z, +), mit Xy = ), := Ny, unter Beach-
tung von fp(k — 1) = 0= fo(k — () fiir £ > k. O

9.14 Aufgabe. (a) Poisson-Verteilungen. P, « P, =P, fir A\, u € [0, 00].

(b) Nochmal Binomialverteilungen. Zeigen Sie auch 9.10(1) mittels 9.13(4).
Hinweis: Die dabei benotigte Vandermonde’sche Faltungsformel ist aus Aufga-

be 4.8(a) bekannt, oder dquivalent dazu aus der Normiertheit der hypergeometri-
schen Zahldichten. O

Unter Verwendung von Aufgabe 9.14 16st man:

9.15 Aufgabe (Binomialverteilungen als bedingte Verteilungen von Poisson-Sum-
manden). Es seien X und Y unabhéngige Ng-wertige Zufallsgrofien auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, P). Bestimmen Sie die® faktorisierte bedingte Verteilung
P(X €-|X+Y ="-)imFall von X ~P,,Y ~ P, mit A, u € ]0, 00][. O

Die Ergebnisse der Aufgaben 9.15 und 8.3 werden in Lemma 12.16 benutzt.

Es gibt nur wenige wichtige Beispiele bei denen, wie in Aufgabe 9.14 oder un-
ten im Fall von Negativbinomialverteilungen, eine Summe wie in 9.13(4) explizit
ausgerechnet werden kann. Und die iterierte Anwendung von 9.13(4) auf ein Fal-
tungsprodukt der Form *_, P; oder auch nur P*" fithrt auf ein Ergebnis mit n — 1
Summenzeichen. Daher ist das folgende Ergebnis, mit nur einem Summenzeichen,
bemerkenswert:

9.16 Beispiel (Faltungen identischer uniformer Verteilungen). Fiir £,n € N ist die
Dichte von Ufg 4y durch 5.17(1) gegeben, denn dort sind X7, ..., X,, unabhingig

-----

und je Uy, . ¢—1y-verteilt, nach Bsp. 7.10, Bsp. 8.8, und “=" in Korollar 8.9. ]

.....

2Salopper Sprachgebrauch wie in Bemerkung 7.16(c) erklirt: Eigentlich wiire ja eine Menge von
Kernen zu bestimmen.
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9.17 Aufgabe (Faltungen verschiedener uniformer Verteilungen). Bestimmen Sie

---------

mit der in Beispiel 5.6(a) berechneten Verteilung der Augensumme beim zweifachen

Wiirfelwurf. 0

9.18 Aufgabe (Falten verringert die Konzentration). Es seien P, Wahrschein-
lichkeitsmafle auf R. Zeigen Sie, dass der nach Bemerkung 3.22 existierende Maxi-
malwert der Dichte fp.o der Faltung P * () hochstens so grofl wie die Maximalwerte
der Dichten fp, fo der Faktoren der Faltung ist:

< m

max fp.o(r) < min {rggg fp(x), max fQ(:v)}

Gibt es nichttriviale Beispiele, in denen hier Gleichheit gilt? O
Zur Vorbereitung von 9.20-9.22 notieren wir:

9.19 Erinnerung (Binomialreihe). Es gilt

(1) (I+z)* = > (Z)azk fir a, x € R mit |z| < 1,
k=0

siehe etwa Heuser (2009, Nr. 62, dort in Nr. 65 auch Diskussion des Konvergenz- und
Darstellungsverhaltens in den Randpunkten z € {—1, 1}) oder Storch/Wiebe (2003,
p. 346, dort allgemeiner mit C statt R), und fiir o, 5 € R und |z| < 1 folgt, unter
Verwendung des Cauchy-Produktes von Potenzreihen im letzten Schritt,

i\ k
5720 - 200

k=0 k=0 ¢=0
und nach dem Eindeutigkeitssatz fir Potenzreihen ergibt sich damit die schon in
Aufgabe 4.8(c) auf anderem Wege hergeleitete allgemeine Vandermonde’sche Fal-
tungsformel

o 20

(und analog sogar fir «, § € C, was im folgenden aber nicht benétigt wird). O]

9.20 Beispiel (Zensierte Wartezeiten).

(a) Es seien n,r € N, p € [0,1], und (X3,..., X,,,) eine Bernoulli-Kette mit der
Trefferwahrscheinlichkeit p, mit der Einfachheit halber {0, 1}-wertigen X;. Es be-
zeichne Sy die Anzahl der Treffer bis zum Zeitpunkt k, und WT(”) die durch n be-
schriankte Anzahl der Fehlversuche vor dem r-ten Treffer, also

a+f
k

) fir a, 0 € Rund k € Ny

k
Se = Y. Xi firke{0,....,n+r},
1=1

wm = (_inf{k‘e{l,...,n—i—r} : SkZT}—r)/\n

r
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mit, wie iiblich, inf ) := oo und a A b := min{a, b}. Die Verteilung von W™ nennen
wir in n rechtszensierte Negativbinomialverteilung mit den Parametern r, p
(und n), bezeichnen sie mit NB, , ,, und ihrer Dichte mit nb, .

Offenbar ist W™ {0,..., n}-wertig, also gilt

(1) NB,,.({0,...,n}) = L.
Fir ¢ € {0,...,,n— 1} gilt
{Wr(n) = f} = {SK—H“ >, S€+T—1 < T} = {XK—H“ =1, Sf+r—1 =T —= 1}

und damit, wegen Xy, 1L Sgp,—1 im zweiten Schritt sowie und Xy, ~ B, und
Setr—1 ~ Bryr_1, im dritten,

(2) nbypn(l) = PW™ =0) = P(Xpsp = 1)P(Sppro1 =7 — 1)
— C+r—1 T L.
- (T raar

wegen (1) wird damit also die Angabe der Dichte von NB,. ,,, vervollsténdigt durch

e —1
) = 1= 5 (T -y
=0

In den uninteressanten Randfillen p € {0, 1} ergibt sich erwartungsgeméf NB,.(,, =
0, beziehungsweise NB, ; ,, = do.

(b) Nach Teil (a) gilt trivialerweise

14 —1
(3) lim nb,,,(¢) = ( tr )p’"(l —p)t firreN,pe0,1],£ €Ny,

n—00 r—1

und wir fragen uns, ob die rechte Seite von (3) als Funktion von ¢ eine Wahrschein-
lichkeitsdichte auf Ny ist. Fiir p = 0 ist das wegen p” = 0 offenbar nicht der Fall, fiir
die restlichen p aber doch:

Es sei also p € ]0, 1]. Weiter sei jetzt allgemeiner r € [0, oo[. Dann definiert

<€+r—1

(4) nby,(0) = i

)pT(l —p)*  fir £ €N

eine Verallgemeinerung der rechten Seite von (3), denn im Fall r € N gilt (H271> =

(“’"_1) fir £ € Ny. Nach Aufgabe 3.15 ist nb,, eine Wahrscheinlichkeitsdichte

r—1

auf Ny. O

Dies motiviert im Fall von r € N die folgende Definition, fiir deren Niitzlich-
keit auch im allgemeinen Fall wir hier nur auf die Literaturangaben in Johnson et
al. (2005, pp. 232-233) verweisen.
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9.21 Definition. Sind r € [0,00[ und p € ]0,1], so heifit die Verteilung mit der
Zéhldichte nb,, aus 9.20(4) Negativbinomialverteilung mit den Parametern r
und p, in Zeichen NB,,. Speziell G, = NB;, fur p € |0, 1] heiBt geometrische
Verteilung zur Trefferwahrscheinlichkeit p. ]

Im Fall von » € N mag man nun NB, , als Verteilung der Anzahl der Fehlversu-
che vor dem r-ten Treffer in einer (nach Bemerkung 9.3 im Rahmen der elementa-
ren Wahrscheinlichkeitsraume gar nicht existierenden) unendlichen Bernoulli-Kette
interpretieren. Diese Interpretation suggeriert im Fall ganzer r, s die folgenden Fal-
tungsformeln:

9.22 Aufgabe. Fir p € ]0, 1] gilt

(1) NB,,*NB;, = NB,,, firrse]0,00],
(2) NB,, = G fur r € N.

Zur Vorbereitung der Einfithrung von Multinomialverteilungen dient

9.23 Definition. Es sei I eine endliche Menge und o € NJ. Dann heifit a ein
Multiindex, und man setzt

2 = JJa" firzeC’, al = [, lal = > o,
icl i€l i€l
n n! . . . .
( ) = (Ja| =n) — Multinomialkoeffizient fiir n € Nj.
a a!

[]

Diese Notation wird oft mit I = {1,...,d} fir ein d € N angewandt. Zum
Beispiel ist fiir n € Ng und k£ € {0,...,n} mit I = {1,2} dann

(1) (Z) = k!(nnik)[ - (k,nn!—k)! - <(k‘,nn—k’)>’

aber, mit / = {1}, dagegen <(Z)) = (k = n). Deswegen verwendet man nur im Fall
von d > 2 auch die ein Klammernpaar weglassende Schreibweise

( " ) = (n) fiir n € Ny, a € Ng.
ag,...,Qq a

Mit Definition 9.23 schreibt sich die multinomische Formel konzise als

(2) (Z x2> = > (Z) z¥  fiir I endliche Menge, z € C', n € Ny.

iel keN]

Speziell gilt also, die Notation prob(...) aus Definition 7.1(a) verwendend,

(3) > <n>pk = 1 fir I endliche Menge, n € Ny, p € prob(I).

keN] k



100 Wahrscheinlichkeitsrechnung 1& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27

9.24 Definition. Ist I eine endliche Menge, p € prob([), und n € Ny, so heifit die
Verteilung mit der Dichte

N 2 k — <n>pk = my,,(k)

k
Multinomialverteilung mit den Parametern n und p, in Zeichen M,, . O
Da der obige Multinomialkoeffizient genau fiir |k| = n nicht verschwindet, ist

{k € N} : |k| = n} ein Trager von M, ,, und zwar der kleinste falls p; > 0 fiir jedes
1 € I gilt; insbesondere gilt also die Implikation

el

Im Fall von I = {1,...,d} mit d € N schreibt man meist M, ,, ., statt
Mo py,...pq) Und dann auch my, p, _p, statt my g, p,)-

.....

9.25 Bemerkung. Es sei n € Ny und p € [0, 1]. Mit 9.23(1) ergibt sich

(1) bup(k) = mupip(kn—k) fir ke {0,...,n}.

Also gilt fiir jede No-wertige (oder auch R-wertige) Zufallsgrofie X die Aquivalenz
(2) X~B,, © (X, n=X)~M,,1-p

wegen {X =k} ={X=kn—X=n—Fk} und (1). O

Die natiirliche Erzeugung der Binomialverteilungen aus Satz 9.5 iibertragt sich
auf Multinomialverteilungen. Wir begniigen uns hier mit einer knappen Formulie-
rung, und wir fassen uns auch in den Beweisen der folgenden Sétze etwas kiirzer als
sonst.

9.26 Satz. Es sei I eine endliche Menge, p € prob(l), n € Ny, und (2,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum. Fir j € {1,...,n} sei (A;; : i € I) eine Quasipartition
von €2 mit

P(A;;) = pi firiel undje{l,... ,n},
(((lAij iel):je {1,...,n}) unabhdngig.

Dann gilt (3°7_11a,; i € I) ~ M, .

Beweis. Analog zu Satz 9.5, siehe etwa Henze (2017, pp. 146-148). n

77777777
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Dann sind die Vorausetzungen von Satz 9.26 erfiillt, und es ergibt sich zum
Beispiel mit n = 60 speziell

1 10\ 6 '
P(“10 Einsen, ..., 10 Sechsen”) = (10 60 10) <<6) > = (1()('3?6660

= 0.000074....

9.28 Satz. Es sei X = (X, :i€ 1) ~M,, mitn € Ny, p € prob(I), I endlich.
(a) Randverteilungen. X; ~ B, firie I.

(b) Klassenbildung. Es sei (I; : j € J) eine endliche Quasipartition von I. Dann
qilt

(YN X, :jed) ~ M .

Beweis. (b) Ohne Einschrankung sei X = (3;_; 14,, : @ € I) wie in Satz 9.26, mit
(Aix @ € I) Quasipartion fir k € {1,...,n}. Fir j € J gilt dann, mit 5.10(5) im
zweiten Schritt,

ZXZ' = ZZlAik = ZlBjk
k=1

iGIj k=1 iGIj

mit Bjy, = Ujes, Air und P(Bj) = Yier, Pi; dabei ist (Bj : j € J) eine Quasiparti-
tion von Q2 fiir k € {1,...,n}, und ((1p,, :j € J) : k € {1,...,n} ) ist unabhdngig
wegen Satz 8.10(b). Also folgt die Behauptung mit Satz 9.26.

(a) Teil (b) angewandt auf I := {i}, Iy :== I \ {i}, J = {1,2} liefert

(X, Z Xi) ~ Mn,pi,l—pi
iel\{i}

und mit Y;ep iy Xor =p n — X; nach 9.24(1) folgt die Behauptung mit 9.25(2). O

9.29 Aufgabe (Mendelsche Vererbung). Aus zwei Elternpopulationen E; und Es
einer diploiden Organismenart moge bei n rein zufélligen Paarungen zwischen FEj
und FEs (der Einfachheit halber “mit Zuriicklegen”; bei bisexueller Fortpflanzung
soll etwa Fj nur aus weiblichen und Fy nur aus ménnlichen Individuen bestehen)
jeweils ein Nachkomme entstehen. Fiir ein bestimmtes Gen mit den zwei Allelen A
und a seien p; 44, Pida, Piae die Anteile der Individuen mit den Genotypen AA, Aa, aa
in der Population E;. Es bezeichne X 44, X a4, X4, die Anzahlen der Nachkommen
mit den jeweils angezeigten Genotypen.

(a) Wie ist (bei geeigneter Prézisierung der Annahmen) (X a4, Xaq, Xaa) verteilt?

(b) Es sei A dominant iiber a. Wie ist dann die Anzahl der Nachkommen vom
Phénotyp A verteilt? m
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9.30 Aufgabe (Summen binomialverteilter Zufallsgrofen).

(a) Aus Satz 9.28 ergeben sich neben Satz 9.8 weitere Beispiele in denen eine Sum-
me zweier binomialverteilter Zufallsgroflen wieder binomialverteilt ist. Haben diese
neuen Beispiele etwas mit Faltungen zu tun?

(b) Finden Sie Beispiele von Zufallsgrofen X ~ B, , und Y ~ B, ,, auf einem
selben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P), mit X + Y nicht binomialverteilt. O

Multinomialverteilungen liefern offensichtliche Beispiele von Faltungsformeln tiber
den Monoiden (N}, +):

9.31 Satz. Es seien I eine endliche Menge, p € prob(I), und m,n € Ny. Dann gilt
Moy My = Myrin:

Beweis. Analog zu Satz 9.8, unter Benutzung von Satz 9.26. m

9.32 Aufgabe. Was ist die faktorisierte Verbundverteilung unabhangiger Poisson-
verteilter Zufallsgrofen gegeben ihre Summe? m

9.33 Aufgabe (Bedingte Verteilungen geometrisch verteilter Summanden).
(a) Was ist P(X € -| X +Y = s) fiir unabhéngige X,Y ~ G,? Uberrascht?

(b) Berechnen Sie allgemeiner P(( X7, ..., X,) € -| Z?ill X; = s) fir unabhéngige
Xi,...Xp41 ~ G,, und beweisen Sie dadurch erneut Formel 4.9(2). O
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10 Verteilungsfunktionen, Quantile, Erwartungs-
werte, Gesetz grofler Zahlen

Wie konnen Verteilungen auf R bequem beschrieben werden? Vorweg ein Nachtrag
zu den Rechenregeln 3.3:

10.1 Satz. Es sei (2, P) ein elementarer Wahrscheinlichkeitsraum, und es sei A C
29 total geordnet beziiglich Mengeninklusion, d.h. es gelte die Implikation

(1) A Be A = ACB oder BCA.
Dann gilt
(2) P(JA) = sup P(A) und P((A) = inf, P(A).

Beweis. Fir A € A gilt UA 2O A und damit P(U.A) > P(A); also gilt P(UA) >
sup 44 P(A). Umgekehrt ist

PJA) = > P{w}) = sup { S P{w}):BCJA, B endlich}

wGUA wEB
= sup{P(B): B C|JA, B endlich },

und zu jeder endlichen Menge B C |JA existiert zu jedem w € B eine Menge
A, € Amit w € A, also B C Uyep Au € A wegen (1) im letzten Schritt; also
P(UA) <sup{P(A): Aec A}.

Die zweite Behauptung in (2) folgt aus der ersten mittels Komplementierung
und de Morgan. O

10.2 Aufgabe. In Satz 10.1 kann die Voraussetzung 10.1(1)

(a) nicht ersatzlos gestrichen werden,

(b) abgeschwécht werden zu: A sei durch C aufwérts gerichtet, d.h. es gelte
(1) ABeAd = d3CeAmit ACCund BCC

(fiir die erste Halfte von 10.1(2)) und abwérts gerichtet (analog definiert, fur die
zweite Halfte von 10.1(2)). O

10.3 Definition. Fiir P € Prob(R) heifit die Funktion
Roz — P(l—o0,z]) = Fp(x)
die zugehorige Verteilungsfunktion. O]

Ist X eine reellwertige Zufallsgrofle mit der Verteilung P, so schreiben wir statt
Fp auch Fy.
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10.4 Beispiel. Fiir ¢ € N ist

(1) Fy, . @ = #(]_Oo’x]ﬂéo""’g_l}) - ovm;lm fiir = € R.

.....

O

10.5 Aufgabe. Allgemeiner als in Beispiel 10.4 gilt nach Aufgabe 5.17 fir n € N
und unabhéngige, je Uy . ,_1)-verteilte Xy,..., X,

,,,,,

(1) Py x,(r) = R.S.517(2) mit k= [z], firzeR
Passt (1) zu 10.4(1)7 O

10.6 Aufgabe. Geben Sie fiir die Verteilungen aus drei der sieben Zeilen der Tabelle
in 3.12 die zugehorigen Verteilungsfunktionen in einfacher Form (ohne Summenzei-
chen, ohne Piinktchen, ohne Integralzeichen) an. O

10.7 Satz. Es sei P € Prob(R) und F = Fp.
(a) Esist F: R — [0,1] wachsend und rechtsstetig mit

(1) lim F(z)=0, lim F(z)=1.

T—r—00

(b) Mit F(z—) = limy, F(y) fir z € R ist F(-—) wachsend und linksstetig, mit

(2) P(l—00,z[) = F(z—),

(3) P(lz,00]) = 1-F(x),

(4) P(lz,00]) = 1-F(z—),
(5) P({z}) F(z) = F(z—)
fir x € R und, fira,b € R mita <b,

(6) P(la,b]) = F(b)— F(a),

(7) P(la,b]) = F(b) = F(a—),
(8) P(la,b]) = F(b—)— F(a),
(9) P(la,b]) = F(b—)— F(a—)

Die Funktion R 3 z ~ L.S.(4) heifit auch (linksstetige) komplementéire
Verteilungsfunktion von P.

Beweis. (a) Die Isotonie von F' ergibt sich direkt aus der Isotonie 3.3(8) von P.
Damit ist die Rechtsstetigkeit von F' dquivalent zu

(10) F(z) = Zl/I>1£ F(y) furzeR,

und (10) gilt wegen 10.1(1) mit A := {]—o0,y] : y > x}. Analog folgt (1) wegen

lim F(z) = inf F(y) = P(ﬂ]—oo,y]) = P = 0,

T——00 R
ve yeR

lim F(z) = supF(y) = P(U]—oo,y}) = PR) = L

T—00
yeR yeR
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(b) (2) gilt wegen 10.1(1) mit A = {]—o0,y] : y < x}, und impliziert die
Linksstetigkeit von F(-—). (3) folgt direkt aus der Definition von F' mit der Kom-
plementaritit 3.3(4). (4) folgt analog aus (2). Die restlichen Aussagen (5-9) folgen

mit der Subtraktivitat 3.3(9). O
10.8 Korollar. Die Funktion Prob(R) > P +— Fp ist injektiv.

Beweis. Klar nach 10.7(5) und 3.6(4). O
10.9 Aufgabe. Geben Sie ein elementares Wahrscheinlichkeitsmafi P € Prob(R)
mit einer streng wachsenden Verteilungsfunktion an. O
10.10 Satz. Es sei P € Prob(R), F = Fp, u €]0,1],

(1) F-'(u) = inf{x € R: F(z) > u},

(2) Flu) = sup{z €R: F(z—) <u}.

Dann gilt —oo < F-1(u) < F Y(u) < oo, und fiir ¢ € R die Aquivalenzkette

und  P(lg,00[) <1—wu
und  P([g,o0[) > 1—u

Beweis. Aus 10.7(a) folgt F~'(u) > —oo und

(3) {reR:F(z) >u} = [F'(u),o.

Mit der Linksstetigkeit von F'(-—) und mit 10.7(1) fiir F'(-—) statt F folgt analog
(4) {reR:Flz—) <u} = |—o00, F '(u)].

Fir < F-(u) gilt F(z) < u, nach Definition des Begriffs “untere Schranke”, also
gilt F(F-'(u)—) < u, und mit (4) folglich F-!(u) < F (u).
Es sei nun ¢ € R. Dann gilt die Aquivalenzkette

P(l-o0,q)) <u & P(lg,0)) >1—u & Flg—)<u & ¢<F '(u)

wegen der Komplementaritat 3.3(4) im ersten Schritt, 10.7(2) im zweiten, und (4)
im dritten, und analog

P(lg,0)) <1-u & P(l-o0,q))>u & Flg)>u & F'(u)<q¢ O

10.11 Definition. Es sei P € Prob(R) und F' := Fp. Die durch 10.10(1) defi-

nierte Funktion! F-! : ]0,1[ — R heiit (untere) Quantilfunktion von P, die

durch 10.10(2) definierte Funktion £ ' : ]0,1[ — R heit obere Quantilfunktion

von P. Fiir u € |0, 1] heift jedes ¢ € [F~(u), F '(u)] ein u~-Quantil von P, und im
i

Spezialfall u = 3 ein Median. O

'Wir vermeiden die leider allgemein iibliche Bezeichnung F~', da F-! hier nie, und daher in
der allgemeineren WT auch nur manchmal, eine Umkehrfunktion von F' ist.
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Natiirlich sind Quantilfunktionen, Quantile, und Mediane von reellwertigen Zu-
fallsgroffen wieder iiber deren Verteilungen definiert.

10.12 Aufgabe (Symmetrien bei Binomialverteilungen).
(a) Fir X ~B,, gilt n — X ~ 7

(b) Bestimmen Sie fiir n € N die Menge aller Mediane von B, 1. O

Verteilungs- und Quantilfunktionen sind die natiirlichsten Abbilder einer Ver-
teilung auf R, aber oft nicht leicht zu berechnen. Dagegen charakterisieren die nun
einzufithrenden Erwartungswerte und Varianzen, sowie verwandte Funktionale, ei-
ne Verteilung bei weiten nicht vollstandig, sind aber einerseits rechnerisch sehr gut
handhabbar, und andererseits tiber Sétze wie die Chebyshev-Ungleichung 10.31 und
den Zentralen Grenzwertsatz 12.18 in vielen Situationen erstaunlich informativ.

Wir setzen ab jetzt Anhang B als bekannt voraus.

10.13 Definition. Es sei P € Prob(R) mit der Dichte f. Ist (zf(z) : * € R)
halbsummierbar, so heif3t

(1) WP) = Yaf() € K
z€R
(moglicherweise unendlicher) Erwartungswert von P. O

Dabei gilt > cr |2]f(z) < oo genau dann, wenn p(P) existiert und endlich ist,
wegen Bemerkung B.12 angewandt auf die Familie (zf(x) : x € R).

Deutet man P mechanisch als eine Massenverteilung der Gesamtmasse 1 auf R,
so ist p(P) ihr Schwerpunkt. Ein stochastische Deutung von p(P) liefert jedoch
zuerst Satz 10.31 weiter unten.

Die im folgenden aufzustellenden Rechenregeln fiir Erwartungswerte formulieren
sich im Zweifel bequemer fiir Zufallsgroflen als fiir Verteilungen, daher:

10.14 Definition. Es sei X eine R-wertige Zufallsgrofie auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, P). Ist (X (WPHw}) 1w e Q) halbsummierbar, so heifit

EX = Y X(@)P({w})

wen
(moglicherweise unendlicher) Erwartungswert von X. O

Damit gelten fiir jede R-wertige Zufallsgrofie X die Implikationen

(1) X >p 0 = EX €0, 00] existiert,
(2) E|X| < o0 & EX € R existiert;

dabei ergibt sich (1) direkt aus Definition B.11, und (2) aus Bemerkung B.12, jeweils
angewandt auf die Familie (X (WPHw}) 1w e Q)
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10.15 Satz (Verteilungsabhéngigkeit). Fir X ~ P € Prob(R) gelten die Implika-
tionen

EX existiert gemafl 10.14 < u(P) existiert geméf 10.13
= EX = Y oP({a}) = u(P).

zeR

Insbesondere gilt die Implikation
X ~Y, EX existiert = EX =EY.

Beweis. Stets gilt, wegen des Umordnungssatzes B.10(8) angewandt auf die paar-
weise disjunkte Familie (X ~'[{z}] : # € X') im ersten Schritt,

> (X@P{w)), = X X (XwP({w)), = e Y P{w))

weN z€R weX—l[{:c}] zeR  weX-1[{z}]
= Y. PX '[{z})) = X («P{z})),
zeR z€R
und analog >, cq (X(w)IP’({w}))i = 1cRr (mP({x}))i , woraus alles folgt. O

10.16 Aufgabe. (a) Es sei X eine Z-wertige ZufallsgroBe auf (£, P) mit

1

B0 = e

fir k € Z\ {0} und P(X = 0) = 0. Zeigen Sie, dass EX nicht existiert.

(b) Geben Sie eine N-wertige ZufallsgroBe mit existierendem aber unendlichem Er-
wartungswert an. ]

10.17 Satz (Rechenregeln fiir Erwartungswerte). Es seien X, Y reellwertige Zufalls-
grofien auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,P) mit Erwartungswerten EX, EY €
R, und es sei a € R und A C Q. Dann gilt

(1) El, = P(A),

(2) E(aX) = aEX (Homogenitit),
3) EX,EY >-c0 = E(X+Y)=EX+EY  (Additivitit),
(4) X <Y = EX<EY (Isotonie),

(5) EX| < E|X]| (Dreiecksungleichung),
(6) EXeR & E|X|<oo.

In (3) kann die Pramisse auch durch EX,EY < oo ersetzt werden.

Héufig benutzte Spezialfille von (1) und (2) sind E0 = 0, E1 = 1, Ea = a. Die
Préamisse in (3) ist meistens wegen EX,EY € R oder X,Y >} 0 erfiillt.
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Beweis. (1): Mit Definition 10.14 im ersten Schritt, sowie mit B.10(3) im zweiten
und 3.6(4) im dritten, ergibt sich El4 = Y cqla(w)P{w}) = YocaPHw}) =
P(A). Alternativ folgt (1) aus 14 ~ Bpa) nach 5.9 mittels Satz 10.15 im ersten
Schritt und B.10(3) im dritten:

Ela = p(Bpuy) = D a-bpu(r) = 1-P(A) = P(A)

zeR

(riickwérts zu lesen, da dies die Existenz von p(Bp(4)) und dann von E14 liefert).
Die restlichen Aussagen ergeben sich direkt aus Definition 10.14 und den Re-
chenregeln fiir Summen, zum Beispiel im Fall von (3):

EX+EY = Y XwP{w}) + > Y(wP({w})

weN weN
= 3 (X +Y)P{w}) = E(X+Y)
weN
wegen B.13(5) im zweiten Schritt. O

Ubrigens kann man die beiden obigen Rechenregeln (2) und (3) spezialisiert
auf den Fall endlicher Erwartungswerte in der Sprache der Linearen Algebra auch
so ausdriicken: Auf jedem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,P) bildet die Menge aller
reellwertigen Zufallsgrofien mit endlichen Erwartungswerten zusammen mit der ib-
lichen punktweisen Addition und der Multiplikation mit reellen Zahlen einen R-
Vektorraum, und die Abbildung X — EX ist eine Linearform auf diesem.

10.18 Beispiele. Es gilt

(1) w(d,) = a fir a € R,
(2) w(Bny) = np fir n € N, p € [0,1],
(3) p(Hyrp) = n- :_ 2 fir n,r,b € No, n <r+b, 8 =0.

Beweis. (1): u(6,) = Ea = a.

(2): Mit einer Bernoulli-Kette (14,,...,14,) mit P(A;) = pgilt 37, 14, ~ By,
und daher, mit Satz 10.15 im ersten Schritt, 10.17(3) im zweiten, und 10.17(1) im
dritten,

WBay) = EX 1y = $EL, = SR -
Jj=1 J=1 j=1
Nochmal (2):

(1) wBy) = Yabu) = 3 k@pk(l_ -
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dies ist auch korrekt im Trivialfall n = 0, der aber auch aus (1) mit a := 0 folgt.
(3): In der Situation von Beispiel 7.11(a) gilt

(5) Z X € R ~ Hn,r,b

7=1
nach 7.11(9); damit folgt, im ersten Schritt analog zum ersten Beweis von (2), und
mit der Gleichverteilungsaussage 7.11(6) im zweiten,

n

p(Horp) = Y P(X;ER) = n

J=1

r+b
Dabei war in 7.11(a) eigentlich unnétigerweise n > 1 angenommen; im gegenteiligen

Fall ist jedoch H,, ., = Hp,» = dp und damit (3) trivial nach (1). O

10.19 Aufgabe (Erwartungswerte einiger Verteilungen). Bestimmen Sie die Er-
Wartungswerte

.....

..........

(c) der geometrischen Verteilungen G, fiir p €]0, 1],

(d) der Negativbinomialverteilungen NB, , fiir € N und p €10, 1].
(Hinweis: Nutzen Sie die Beziehung NB,., = G;'".) O

In Verallgemeinerung des Spezialfalls g = idg aus Satz 10.15 gilt:

10.20 Satz (Transformationsformel). Es sei (Q,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
X eine beliebige Menge, X : Q0 — X, und g : X — R. Dann gelten die Implikationen

Eg(X) ezistiert < Y g(z)P(X = z) existiert = Eg(X) = ) g(z)P(X =
z€X reX

Beweis. Ahnlich wie 10.15. ]

10.21 Aufgabe (Welche Funktionen kommutieren mit der Erwartungswertbildung?).
Bestimmen Sie die Menge aller Funktionen ¢ : R — R mit der Eigenschaft, dass

Ep(X) = ¢(EX)

immer dann gilt, wenn beide Seiten existieren.

Hinweis: Um zu zeigen, dass nur die Funktionen aus der von Thnen vermuteten
Menge die gewiinschte Eigenschaft haben, reicht es, Zufallsgrofien X mit Zweipunkt-
verteilungen zu betrachten. O

10.22 Satz (Multiplikativitit). Es seien X,Y unabhdngige reellwertige Zufallsgro-
Ben mit EX,EY € R oder X,Y >, 0. Dann gilt

(1) E(XY) = EX-EY.
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Beweis. Wir haben

EX -EY = (Z P(X = x)) (Z yP(Y = y))

z€R yeR

= Y mPX=2PY =y = Y wP((X,Y)=(zy)
(z,y)ER2 (z,y)€R?

= E(XY)

wegen Satz 10.15 im ersten Schritt, B.13(10) oder B.10(10) im zweiten, X 1L Y im
dritten, und Satz 10.20 mit (X,Y) statt X und g(z,y) == g(x,y) im letzten. H

Ab sofort schreiben wir auch kurz EXY = E(XY) und insbesondere EX? =
E(X?).
Erwartungswerte allein sagen noch nicht viel tiber eine Verteilung aus:

10.23 Bemerkung (Nichtinformativitat des Erwartungswertes). Es seien a, b, u €
R mit a < b. Dann gilt

(1) {P([a,b]) : P € Prob(R) mit u(P)=p} 2 [0,1].

Beweis. Es sei p € [0, 1] gegeben. Fiir ¢,d € R mit ¢ < a und d > b sei P das

Wahrscheinlichkeitsmafl auf R mit der durch
P fir x = “TH’,
o) = { p fur x € {c,d}

2

gegebenen Dichte. Dann gilt P([a, b]) = p und

a+b 1—p
wuP) = —=ptetd——.

Wegen (1—p)/2 # 0 und da die Summe c+d € R beliebig wahlbar ist, gilt u(P) = u
fiir geeignete ¢, d. ]

Jedoch erweisen sich Erwartungswerte im Zusammenspiel mit den jetzt zu be-
trachtenden Varianzen als sehr niitzlich, insbesondere durch die Chebyshev-Unglei-
chung 10.31.

10.24 Definition. Fiir X ~ P € Prob(R) mit endlichem zweiten Moment* EX?
heifit

o?(P) = VarX = E(X —EX)?

Varianz, und o(P) := v/VarX Standardabweichung, von P oder von X. [

2 Allgemeiner heifit fiir n € Ng im Falle der Existenz p, = EX" das n-te Moment der reell-
wertigen ZufallsgroBe X; also speziell pg = 1, p; = EX, py = EX2.
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Wegen | X| < (14 X?)/2 folgt aus EX? < oo zunichst E|X| < oo nach 10.17(4),
also EX € R nach 10.14(2), und damit oben die Wohldefiniertheit von VarX. Die
in der Definition von o%(P) vorausgesetzte “Verteilungsabhéngigkeit” von VarX ist
klar, siche unten 10.25(1). Im Fall von EX? = oo setzt man tiblicherweise noch
Varianz und Standardabweichung gleich oo.

10.25 Satz. Es seien X,Y reellwertige Zufallsgrofen auf (2,P) mit EX? EY? <
00, a,b € R, und A C Q. Dann gilt

(1) VarX = Y (z—EX)*P(X =z),
zER

2) VarX = EX?-— (EX)2,

3) E(X —a)?> = VarX + (a — EX)? (Verschiebungssatz),

4)  X,Y unabhéngig = Var(X +Y)= VarX + VarY,
)
)
)

ot

Var(aX +b) = a*VarX,
VarX 0 mit “=" < Jece Rmit P(X =¢) =1,
Varly = P(A) (1-P(4)).

6
7

v

A~~~ Y~ I/~

Beweis. (4): Es gilt (wobei eigentlich alles riickwérts zu lesen ist)

Var(X +Y) = E(X+Y -E(X +Y))’
= ]E((X —EX)?+ (Y —EY)? +2(X —EX)(Y — IEY))
= VarX + VarY +2E(X —EX)(Y —EY),
und mit der Unabhéngigkeit von X und Y im ersten Schritt ergibt sich
(8) E(X-EX)(Y-EY) = E(X-EX)E(Y-EY) = (EX-EX)(EY-EY) = 0.
Die restlichen Beweise sind einfacher. O
10.26 Beispiel. Fiir n € Ny und p € [0,1] gilt 0%(B,,,) = np(1 — p).
Beweis. Mit einer Bernoulli-Kette (14,,...,14,) ~ B5" gilt wegen 10.25(4,7)
02(Bn,) = Var(ilAi) = zn;\/'arlAi = zn;]P)(Ai)(l —P(4;)) = np(1 - p).
O

Die zu obigem Beispiel analoge Aussage fiir den Fall hypergeometrischer Ver-
teilungen ist zundchst weniger offensichtlich, da sich fir die entsprechende Indika-
torsummendarstellung die Varianzen mangels Unabhangigkeit nicht aufzuaddieren
brauchen. Dies motiviert die Betrachtung der Kovarianz: Das ist der Term, der oben
in 10.25(8) im Unabhéangigkeitsfall verschwand.
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10.27 Definition. Fiir reellwertige Zufallsgrofen X, Y auf (2, P) mit EX? EY? <
00 heifit

Cov(X,Y) = E(X -EX)(Y -EY)
Kovarianz von X und Y. O

Unter den genannten Voraussetzungen an X und Y ist Cov(X,Y") tatsachlich
eine wohldefinierte reelle Zahl, was man mit E(X —EX)? < co, E(Y —EY)? < oo
und [(X —EX)(Y —EY)| < $((X —EX)?+ (Y — EY)?) erkennen kann.

10.28 Satz (Rechenregeln fir Kovarianzen). Fir reellwertige Zufallsgrofien X, Y, X;,Y;
auf (2,P) mit endlichen Varianzen und fir a,b,c,d, a;,b; € R und A, B CQ gilt

(1) Cov(X,Y) = Z (x —EX)(y —EY)P(X =2z, =),
(z,y)€R?

Cov(X,Y) = EXY —EXEY,

(2)
(3) Cov(X,Y) = Cov(Y,X), Cov(X,X) = VarX,
(4)  Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y),
(5) X,Y unabhangig = Cov(X,Y) =0,
(6) Cov< S aX, Y ij]) = 3 Y, Cov(X,,Y)) (Bilinearitt),
i=1 =1 i=1j=1
(7) Var(z Xz) = ZV&I‘X,L' + 2 Z COV(XZ',XJ'),
i=1 i=1 1<i<j<n
(8) Cov(1a,15) = P(ANB)—-P(A)P(B).

Beweis. Ahnlich wie in 10.25. Zum Beispiel folgt (8) mit (2) im ersten Schritt in
Cov(1s,1p) = Elulz—E14El; = P(ANB)— P(A)P(B).
[l
10.29 Korollar (Erwartungswerte und Varianzen von Indikatorsummen). Firn €

N, Ereignisse Ay,..., A, in (,P), und S =371, 14, gilt

(1) ES =

> F(A)
(2) Vars = P(A)

D(1-PA)) +2 ¥ (IP’(Ai N Ay) —P(Ai)IP’(Aj))
1<i<j<n

Beweis. (1): Klar mit 10.17(3,1), wie in Beispiel 10.18.

(2): Klar mit 10.28(7), 10.25(7), und 10.28(8). O
10.30 Beispiel. Es gilt

b n—1
2(H,,, 0 <1 -

o () " b r+b—1
dabei heifit der Faktor in den Klammern Endlichkeitskorrektur.

0
) fir n,r,b € Ny mit n < r+b, 0 = 0;
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Beweis. Mit der Darstellung 10.18(5), und darin P(X; € R) = ;X5 nach 7.11(9)

sowie P(X; € R, X; € R) =P(X; € R, X, € R) = % fiir i # j nach der
Vertauschbarkeit 7.11(5) und der Konsistenz 7.9(10) mit & = 2 sowie 7.11(4) mit 2

statt n, liefert 10.29(2)

02 (Hprp) = nTb+n(n_1)<( r(r—1) _( . >2>

r+b r+b r+b)(r+b—1) r+0b

und eine leichte Rechnung ergibt die Behauptung. O]

10.31 Satz (Chebyshev-Ungleichung). Es sei X eine reellwertige Zufallsgrofse mit
endlicher Varianz. Dann gilt

VarX

c2

(1) P(X -EX|>¢) <

fir ¢ € 10, 00.

Beweis. Mit p:=EX und A :={z e R: |z — p| > ¢} gilt

(2) 1a(z) < <$;M)2 fir x € R,

was durch eine Skizze klar wird und mittels Unterscheidung der beiden Félle x € A
und = ¢ A bewiesen wird. Einsetzen von X in (2) und Erwartungswertbildung unter
Berticksichtigung der Isotonie 10.17(4) liefert (1). O

Im Nichttrivialfall von VarX > 0 ist (1) mittels Ersetzen von ¢ durch ¢v/VarX
aquivalent zu

@) P( X —EX

v VarX

10.32 Definition. Es sei X eine R-wertige Zufallsgrofie.
(a) Ist EX =0, so heifit X (am Erwartungswert)® zentriert. Ist E|X| < oo, so
heif X — EX die Zentrierte von X.

(b) Ist EX =0 und VarX = 1, so heift X standardisiert. Ist VarX € |0, ool, so
heifit

1
> c) < - falls VarX, c € ]0, 00f.
c

(1) X -EX
v/ VarX
die Standardisierte von X. O

Eine Zentrierte ist offenbar zentriert, eine Standardisierte standardisiert (und
damit natiirlich auch zentriert). Ist P € Prob(R), so heifit gegebenenfalls die Vertei-
lung der Zentrierten von X ~ P auch Zentrierte von P; analog fiir Standardisierte.

3Manchmal, insbesondere falls EX gar nicht existiert, wird eine analoge Definition mit Medianen
statt Erwartungswerten verwendet.
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10.33 Zahlenbeispiel. Beim 6 000-maligen Wiirfeln liefert die Chebyshev-Ungleichung
11
P(900 < Anzahl der Sechsen < 1100) > T 0.916 666 . . .

Der exakte Wert der betrachteten Wahrscheinlichkeit ist laut R

> pbinom(1099,6000,1/6) - pbinom(900,6000,1/6)
[1] 0.9994305

10.34 Aufgabe (Grobe Abschitzungen mit Varianzen und Chebyshev).

(a) Beweisen Sie die folgenden Abschéitzungen fiir die Varianzen der Binomial- und
hypergeometrischen Verteilungen:

Q
[N}
oS
3
S
IN

firn e N, p € [0,1],

o*(Hppp) < fir n,r,b € Nog, n <r +b.

S IS

(b) Sie wollen von den N Wahlberechtigten Deutschlands n fragen, ob sie am
néchsten Sonntag CDU/CSU wiéhlen wiirden oder nicht. Es sei p der Anteil der
CDU/CSU-Wahler unter den N Wahlberechtigten und es sei p der zuféllige Anteil
in Threr Stichprobe vom Umfang n. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine
“kleine” Abweichung P(|p — p| < 0.01) mindestens? Wie gro wiirden Sie n wahlen,
um sicherzustellen, dass letztere mindestens 0.9 ist? O

Die Chebyshev-Ungleichung betrifft zweiseitige Abweichungswahrschein-
lichkeiten. Oft, etwa unten in Beispiel 10.36, sind dagegen einseitige Abwei-
chungswahrscheinlichkeiten gefragt, und die konnen ein bisschen besser abge-
schétzt werden:

10.35 Aufgabe (Cantelli-Ungleichung). Fiir jede reelle Zufallsgroffe X mit endli-
cher Varianz gilt

Var X
1 P(X >EX ——  fi .
(1) (X > +c¢) < o VarX ir ¢ € )0, 00|
Hinweis: Ohne Einschrankung kann EX = 0 angenommen werden. O]

10.36 Beispiel (Rencontre-Verteilung). Wie unwahrscheinlich ist es, dass im Ren-
contre-Problem 4.11 mehr als 3, beziehungsweise mehr als 10, Theaterbesucher je-
weils ihren Sonnenhut zuriickerhalten?

Antwort: Die Wahrscheinlichkeit ist hochstens %,

1

beziehungsweise kleiner als 155
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Beweis. Es sei n € N und es bezeichne P, die Rencontre-Verteilung aus 4.11(b).
Dann gilt

_ 9 ~J0 fallsn =1,
(1) p(Pn) = 1 und o°(F,) = {1 falls n > 2,

denn mit der Notation aus 4.11(a) und den dort notierten Méchtigkeiten der Schnitte
der B; = {w e Q:w; =i} gilt

mit Ug(B;) = “=% = L fiir i € {1,...,n} und Ug(B; N B)) = 22 = Lo
fir (i,7) € {1,...,n}%, so dass Korollar 10.29 die Beziehung (1) liefert. Damit
liefern die Cantelli-Ungleichung 10.35 und eine separate Betrachtung des trivialen

Sonderfalls P, = §; die Behauptung:
Pa{d ) = RulP)3.o0l) < 5o = 55

und analog P,({11,...}) < 17 < 165- O

In konkreten Spezialfiallen sind Abschétzungen mittels Chebyshev oder Cantelli
fast immer recht grob, aber schérfere oder gar bestmogliche Abschéatzungen oft nicht
leicht zu erhalten:

10.37 Problem. Fir die Folge (P,) der Rencontre-Verteilungen und fir 2 <z € N
soll sup,,cn P ([z, 0o[) berechnet werden. O

10.38 Satz ((Schwaches) Gesetz groBer Zahlen). Es sei P € Prob(R) mit endlichem
Erwartungswert p = p(P). Dann gibt es zu beliebigen £,6 > 0 ein ng = ny(e, 0, P) €
N mit der Figenschaft: Ist n > ng und sind X, ..., X, unabhdngige Zufallsgrofien
mit X; ~ P furi e {1,...,n}, so gilt

(1) P(‘léxi—ﬂ‘zg) < 5.

n =
Beweis. Im Spezialfall endlicher Varianzen o? = ¢2(P): Unter den betrachteten
Voraussetzungen an die X; gilt
1 n
[t
und die Chebyshev-Ungleichung liefert
Var(1 37 X)) 1 12 o?

Folglich kann man ng := [;‘2—261 + 1 wiéhlen.
Siehe zum Beispiel Feller (1970, p. 246) fir den komplizierteren Beweis im all-
gemeinen Fall nicht notwendig endlicher Varianzen. O
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Spezialisierung auf Bernoulli-Verteilungen liefert:

10.39 Satz. Zu beliebigen €, > 0 gibt es ein ng = no(e,d) € N mit der Figenschaft:
Ist p € [0,1], n > ng, und sind Ay, ..., A, unabhingige Ereignisse mit P(A;) = p
firie{1l,...,n}, so gilt

(1) P(’lzlm—p‘25> < 0.
nuis

Beweis. Wegen Varl,, = p(1 —p) < 1 spezialisiert sich 10.38(2) hier zu L.S.(1) <

1
% < 461%, so dass in der Tat ng = [FIQ(J + 1 unabhéngig von p gewahlt werden
kann. O

10.40 Bemerkung. Satz 10.39 wird in vielen herkdmmlichen, den Kollektiv-Begriff
iibergehenden Einfiihrungen in die Wahrscheinlichkeitsrechnung als eine Haufig-
keitsinterpretation der Wahrscheinlichkeit liefernd angesehen: Die Ungleichung
10.39(1) besage ja, dass das noch zu interpretierende Objekt p ungefahr gleich der
doch offensichtlich intepretierbaren relativen Haufigkeit £ 37, 14, sei.

Leider enthélt jedoch 10.39(1) die so noch nicht interpretierte duffere Wahr-
scheinlichkeit P(...), und auf P wird auch in der Unahbhéngigkeitsannahme Bezug
genommen. Schliellich miisste, selbst nach erfolgter Interpretation von P, noch der
Unabhéngigkeitsbegriff ohne Riickgriff auf Kollektive interpretiert werden.

Daher kann Thr Dozent sich der herkémmlichen Ansicht selbstverstandlich nicht
anschliefen. O

Unter den vielen Verschérfungen des Schwachen Gesetzes grofler Zahlen erwah-
nen wir:

10.41 Satz (Starkes Gesetz grofer Zahlen). Fs sei P € Prob(R) mit endlichem
Erwartungswert p = p(P). Dann gibt es zu beliebigen £,0 > 0 ein ng = ng(e, 9, P) €
N mit der Eigenschaft: Ist N > ng und sind X1, ..., Xy unabhdingige Zufallsgréfien
mit X; ~ P fiurie{1,...,N}, so gilt

1 n
(1) P(m%xZX,—u‘Ze) < 4
b L]
Beweis. Siehe etwa Feller (1970, pp. 260, 234, 203). O

10.42 Beispiel. Bei rund 10° Taufen (in London um das Jahr 1670, siche Tabelle
auf p. 20, dort S°%2, n; = 938223 ~ 10°, 82 ~ 100, n; ~ 10000) ist in den meisten
der rund 100 Jahresblécke von je rund 10000 Taufen der

(1) Jungenanteil € ]0.510, 0.522]

(Spalte x;/n; der Tabelle). Dies bestatigt empirisch 10.39(1) mit n = n; ~ 10000,
p = 0.516, ¢ = 0.06, n% iy 14,(w) = 7¢ = Jungenanteil, 1 — 0 = “in den meisten

i
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Fallen”, und schlieBlich L.S.10.39(1) (haufigkeits-)interpretiert als L.S.2.2(1) mit
dort n = 100 statt n — oo, A = “(1)” == {37 14, € ]0.510, 0.522[} mit m ~
10000, A; unabhéngig in einem Wahrscheinlichkeitsraum (X', P) mit P(A;) = p fur
jed{l,...,m}.

Auch ist wohl in den meisten der rund 10 Blocke von je rund 100000 Tau-
fen der Jungenanteil von der zehntausendsten bis zur hunderttausendsten Taufe
stets € 10.510, 0.522[ (aus der Tabelle leider nur %, %, e % fur den
ersten Block, # usw. fiir den zweiten, usw., berechenbar). Dies bestatigt empi-
risch 10.41(1), spezialisiert auf Bernoulli-Verteilungen analog zu 10.39(1), mit dann
n = 10 statt n — oo in der Héufigkeitsinterpretation 2.2(1). O

Weitere Aufgaben

10.43 Aufgabe (Diskrete Gedéachtnislosigkeit). Gelegentlich hat man beim Warten,
zum Beispiel auf eine 6 beim “Mensch argere Dich nicht”, das Gefiihl, dass eine
bereits verbrachte Wartezeit ein baldiges Eintreten des ersehnten Ereignisses auch
nicht wahrscheinlicher macht. Kann das wirklich so sein?

Bestimmen Sie die Menge aller P € Prob(Ny) mit der Eigenschaft

(1) r,t €N, P([z,00[) >0 = P([x+t,00[|[x,00])) = P([t, o0]).

Hinweis: (1) ist eine (sehr einfache) Funktionalgleichung fir die komplementére
Verteilungsfunktion von P, und aus letzterer ergibt sich dann auch die gewohnliche
Verteilungsfunktion, oder einfacher auch direkt die Zahldichte. ]

10.44 Aufgabe. (a) Der Erwartungswert als beste konstante Vorhersage.
Es sei X eine R-wertige ZufallsgroBe mit EX? < oo. Dann ist der Erwartungswert
von X die Minimalstelle der Funktion R 3 a — E(X — a)?, und der Minimalwert
also die Varianz.

(b) Beste affine Vorhersagen. Es seien X und Y R-wertige ZufallsgroBen mit
endlichen Varianzen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum. Bestimmen Sie diQe
Minimalstellen und den Minimalwert der Funktion R? 3 (a, b) E(Y —(aX —|—b)> :
(Schreibt man letzteren im Fall von VarX - VarY > 0 als Funktion von VarY
und des Korrelationskoeffizienten
Cov(X,Y)

(1) Q(XaY) = \/m € [_171]7

so erscheint der Betrag oder auch das Quadrat von o(X,Y’) als skalenbereinigtes
Ma# fiir die affine Vorhersagbarkeit von Y durch X.) O

Zwei R-wertige ZufallsgroBen X,Y mit Cov(X,Y) = 0 heien unkorreliert;
dies sind sie also insbesondere unter der Voraussetzung von 10.28(5).

10.45 Aufgabe. Beweisen Sie die Bilinearitat 10.28(6) der Kovarianz. O
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10.46 Aufgabe. Berechnen Sie fiir » € [0,00[ und p € ]0,1] den Erwartungswert
und die Varianz der Negativbinomialverteilung NB, ,,.
(Hinweis zur Berechnung der Varianz: 10.25(2) und &% = k(k — 1) + k.) O



Wahrscheinlichkeitsrechnung 1& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27 119

11 Poisson-Approximation

11.1 Bemerkung (Lokaler Poisson-Grenzwertsatz fiir Binomialverteilungen). Wie
laB3t sich eine Binomialverteilung B,, ,, fiir grofle n approximieren? Fiir X ~ B,, , und
k € Ny mit £ < np gilt

B.,({0,...,k}) = P(X<k) = P(X—np<k—np)

np(1 —p)
< P(|X—np| an—k) < W
wegen k — np < 0 im dritten Schritt und der Chebyshev-Ungleichung! im vierten.
Folglich gilt
(1) lim B, ,({0,...,k}) = 0 firpe]0,1] und k € Ny.

n—00

Da somit bei festem p > 0 und n — oo die gesamte Binomialwahrscheinlichkeit
zusammen mit dem Erwartungswert np im Unendlichen verschwindet, betrachten
wir nun p = p,, variabel mit p(B,,,,) = np, fest, oder gleich allgemeiner konvergent
in R:

Ist?
(2) pe € [0, 1] mit dim np, =X € [0, 00|
sowie abkiirzend p := p,, und A\, = np,, so ergibt sich fiir £ € Ny zunachst
nk o (np)* ot -
bupa (k) = (1 —p)"" = =1 -p)(l-p)"

-2 (=) (-2

und daraus unter Verwendung von lim,,_,, A, = A aus (2) nach den Rechenregeln fiir
konvergente Folgen und der auf kompakten Intervallen gleichméfligen Konvergenz
von (1+ 7)™ gegen e”, welch letztere bekanntlich mittels Logarithmierung aus ﬁ <
log(1+y) <y fir y > —1 folgt, dann

)\k:
(3) lim b, (k) = —A

BLES e

mit der in 3.12 und 3.15 eingefiihrten Zéhldichte p, der Poisson-Verteilung P,. [

= p>\(k‘) fur £k € Ny

!Alternativ kénnte man statt des dritten Schrittes etwas schirfer mit der Cantelli-
Ungleichung 10.35 abschéitzen, oder?

2Statt (2) konnten wir genauso gut eine Funktion ne : [0,1] — Ny mit lim, ,on,p = A
betrachten, mit statt L.S.(3) dann limj, .oby, ,(k). Alternativ kénnten wir, bei gegebenem
A € [0,00] und ohne eine Folge po oder eine Funktion ne einzufithren, auch L.S.(3) ersetzen
durch lim,,—, oo p—0,np—x P p(k), wobei dann die Limesbeziehung (3) natiirlich definiert wire durch:
“Zu jedem k € Ny und jedem € > 0 gibt es ein (ng, po, d) € Ng x ]0,1] X ]0, co[ mit der Eigenschaft:
Ist (n,p) € Ng x [0,1] mit n > ng, p < po und |np — A| < 6, so gilt [by, p, (k) — pa(k)| < &

Dass von den hier als gleichberechtigt erscheinenden “Grenzwertbedingungen” n — oo und p — 0
die letztere die wesentliche ist, sieht man unten in dem eine schirfere Aussage als hier (3) liefernden
Korollar 11.4.
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11.2 Beispiel. Fiir n = 365 Thnen unbekannte Personen sei X die Anzahl derer,
die heute Geburtstag haben. Wiirden Sie auf {X > 2} wetten wollen? Oder auf
{X gerade}? Konnen Sie schnell eine Antwort nur mit Bleistift und Papier geben?
(Nehmen Sie dabei an, dass Sie 3.13(2) zwischenzeitlich vergessen haben.)

Unter Vernachldssigung von Schaltjahren, Zwillingen und anderen Geschwistern,
sowie der ungleichméafligen Verteilung der Geburtstage tiber das Jahr ist X ~ B,
mit p = 1/365 die naheliegende Modellannahme. Naive “Anwendung” des Poisson-
Grenzwertsatzes 11.1(2)=(3) mit A := np = 1 liefert

2 1
P(X >2) = 1—b,,(0)—by,(1) = 1—pa(0) —pr(l) = 1— . < 3
1 1 1
P(X gerade) = E bnp(2k) ~ E py(2k) = cosh()) e N = §_|_2762 > 3

keNp keNg

Wiirden Sie also gerne einerseits gegen {X > 2} und andererseits auf {X gerade}
wetten wollen? O

Offenbar werden derartige “praktische” Fragen durch einen reinen Grenzwertsatz
wie 11.1(2)=(3) noch nicht beantwortet. Daher interessieren Ergebnisse wie die
folgenden beiden:

11.3 Satz (Poisson-Approximationssatz fiir Summen unabhéngiger Indikatoren).
Es seien Xy, ..., X, unabhingig mit X; ~ By, und p; € [0,1] furi e {1,...,n}, und
es sei S =311 X; und A\ =31 p;. Dann gilt

1) P(S € A)~ PA(A)] < min(1, )35 fir ACN,
=1
und
1
(2) sup L.S.(1) > —R.S.(1).
ACNg 14

11.4 Korollar (Poisson-Approximation von Binomialverteilungen). Fir n € N,
p € [0,1] und A = np gilt

(1) sup By, ,(A) = Pa(A)] < pmin(L, np)
ACNg

und L.S.(1) > £R.S.(1).

Beweis von Satz 11.3 und Korollar 11./. Wir zeigen unten hinter Aufgabe 11.10 nur
die leichtere Hélfte von 11.3(1), namlich

(2) sup |P(S € A) —P,(A)] < En:pf

ACNp

und verweisen fiir den Rest des Beweises von 11.3 auf Barbour/Holst/Janson (1992,
pp. 8, 61). Speziell fiir p; = ... = p, = p ergibt sich daraus Korollar 11.4. O]
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11.5 Beispiel. In Beispiel 11.2 ist pmin(1,np) = p = 3—(155 und damit
2 1 1
PX>2) < 1——+— < =
(X=z2) < e 365 2’
1 1 1 1
P(X gerade) > —+ — > —.

2 22 365 ~ 2
Dabei reicht die unten wirklich bewiesene Halfte 11.4(2) der Fehlerabschétzung. [

11.6 Definition. Es sei X eine Menge. Fir P, @ € Prob(X') heifit

D(P,Q) = sup [P(A) — Q(A)]

ACX
der Supremumsabstand?® von P zu Q. O]
Zum Beispiel ist dann mit X = N
(1) LS.11.4(2) = D(SoP,Py) = D( * B, Py).

Offenbar ist D eine Metrik auf Prob(&X), d.h. fir P, @, R € Prob(X) gilt

D(P,Q) € [0,00], und DPQ)=0<P=0Q,

D(P,Q) = D(Q,P),
(2) D(P,R) < D(P,Q)+ D(Q,R).

11.7 Lemma. FEs seien P,Q € Prob(X) mit den Dichten f,g. Mit
B = {zeX: f(z)>gx)}

qilt

(1) D(P,Q) = P(B)-Q(B) = 5> |f(x) —g(z)].

Beweis. Fir A C X gilt dann

[P(A) = QA = | > (Lalz) = 5)(f(z) —g(x)

reX
1
< X @ =5l 1f@) —g@)] = 5> 1f(@) —g(),
TeEX TEX
und speziell fiir A = B gilt oben tiberall Gleichheit sowie P(B) > Q(B). O

3Daneben wird in der Literatur noch 2D(P, ), aber leider von manchen Autoren auch D(P, Q),
als Totalvariationsabstand bezeichnet.
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11.8 Beispiel. Wir betrachten den Spezialfall n = 1 in 11.6(1): Fiir p € [0,1] und
r e X =N ist

f(x) = bylx) = 1—p, p ,0,...

g(x) = p,(r) = e pe? ...
und unter Verwendung von e ? > 1 —p und pe™? < p fur p > 0 folgt B == {f > g} =
{1} fiir p € ]0,1] und B = 0 fiir p = 0, mit 11.7(1) im ersten Fall und trivialerweise
fiir p = 0 also
(1) D(B,,Py) = f(1)—g(1) = p—pe? < p’
mit e ? > 1 — p im letzten Schritt. O

11.9 Lemma (Absténde von Faltungen). Es sei (X, +) eine abelsche Gruppe, und
es seienn € N und Py, ..., P,,Q,Q1,...,Q, € Prob(R). Dann gilt

(1) DP*Q,PxQ) < D(P,P,)
@) D(*P.*Q) < YD(P.Q)
=1

Beweis. Zum Nachweis von (1) seien f1, fa, g die Dichten von P;, P;, Q. Nach Satz 9.13
ist dann

Xoz — Y filzx—y)gy)

yeX

Dichte von P; @ fiir ¢ € {1,2}, und mit 11.7(1) folgt

LS.(1) = ; YD Ale—y)aly) = D folz —y)a(y)

TeX |yeX yeX
< Y ; > \fl(m —y) — fa(x — y)] 9(y) = R.S.(1).
yeX = xeX

Die Ungleichung (2) ist fiir n = 1 trivial und folgt per Induktion aus dem Spezialfall
n = 2, der sich aus der Dreiecksungleichung 11.6(2) und aus (1) ergibt:

D(Py % Py,Q1%Q2) < D(Py %Py, Q1% Py) + D(Q1 % Pa, Q1 % Q)

< D(P, Q1) + D(P, Q). H
11.10 Aufgabe. Fiihren Sie den im Beweis von 11.9 genannten Induktionsbeweis
aus. [

Beweis von 11.4(2). Mit S ~ X B, im ersten Schritt, A = 3", p; und Aufga-
be 9.14(a) im zweiten, Lemma 11.9 mit X = Z im dritten, und Beispiel 11.5 im
vierten folgt

LS. 11.4(2) = D(i%pri,PA) = D(*B,, *P,) < > D(B,,P,)

=1 i=1

- 2
;pz" n

IN
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Weitere Aufgaben

11.11 Aufgabe (Modellierung mit Poisson-Verteilungen). (a) Aus einer Urne mit
einer roten und 999999 blauen Kugeln wird 1000000 mal mit Zurticklegen rein
zufillig eine Kugel gezogen. Wie grofy ist die Wahrscheinlichkeit, dass insgesamt
genau zwei mal eine rote Kugel gezogen wird?

(b) An einem Sommerabend werde durchschnittlich alle 10 Minuten eine Stern-
schnuppe beobachtet. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wahrend einer
Viertelstunde zwei Sternschnuppen beobachtet werden?

Hinweis: Siehe 3.12 fiir (P, ), bewiesen in Aufgabe 11.13. O

11.12 Aufgabe (Einfache Beispiele zum Supremumsabstand). Vervollstandigen Sie
die folgenden Gleichungen:

S
~~
c
S

3

L

-
S

S

L
N

I

fir m,n € N,

..........

D(B,B,) = fiir p,q € [0, 1].
O

11.13 Aufgabe. Schon der lokale Grenzwertsatz 11.1(2)=>(3) und dann erst recht
Korollar 11.4 lassen den ersten Schritt in der Gleichungskette

(1)  o*(Py) = lim o*B, ) = lim/\<1—/\> = A fir A€ [0,00]

n—00 n n—00 n

plausibel erscheinen, beweisen ihn aber nicht.
(a) Geben Sie WahrscheinlichkeitsmaBe P, P,, € Prob(Ny) mit endlichen Varianzen,
lim,, oo D(P,, P) = 0, aber nicht lim,,_, 0*(P,) = ¢*(P) an.
Hinweis: Es reichen jeweils sehr wenige Tragerpunkte.
(b) Beweisen Sie (1).
Hinweis: Berechnen Sie zunachst EX und EX (X — 1) fir X ~ P,. O
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12 Ein Zentraler Grenzwertsatz

Viele praktische Fragen zur “Schéatzung” einer Wahrscheinlichkeit oder eines Anteils
— eines Grundproblems der in Kapitel 13 naher betrachteten Mathematischen Sta-
tistik — fiihren in der Planungsphase, also vor einer Datenerhebung, auf Probleme
wie das folgende:

12.1 Beispiel. Es seien ¢ € ]0, 00[ und « € ]0, 1[. Gesucht ist ein moglichst kleines
n € N derart, dass

(1) P(‘lX—p‘<c) > l—-a
immer dann gilt, wenn

(a) p€[0,1] und X ~ B,,,,, bezichungsweise

(b) mbeNymit r+b>n,p:=-"-, und X ~H, ;.

b’
Wir betrachten zur Illustration insbesondere das Zahlenbeispiel
(2) c =002, o= 0.05.

Wie in Aufgabe 10.34 gesehen, gilt in (a) und in (b) nach Chebyshev stets

Var(;; X) p(1 - p) 1
3 Ls(t > 1-—2*°> > 1—-———"" > 1-
3) (1) > 22 =B s s
so dass

1

4
(4) " 4%
fir (1) reicht; speziell fir (2) ist also n = 12500 genug. Aber muss n wirklich so
grof} sein? m

Fiir gegebenes ¢ und « lésst sich fiir jedes n € N die Frage der Zugehorigkeit zu

(5) Niea = {ne€N: (1) gilt unter 12.1(a)},
(6) Mico = {neN:(1) gilt unter 12.1(b)}

sowie, relevant fiir die Schétzung eines Anteils in einer Population mit bekannter
Gesamtgrofle, bei gegebenem N € N

(7) Minea = {neN: (1) gilt unter 12.1(b) mit r + b = N}

im Prinzip leicht numerisch untersuchen, etwa unter Verwendung von R. Dennoch
hétte man gerne analytische Bedingungen an n, wie (4) aber weniger restriktiv, wel-
che, notfalls bis auf kleine Approximationsfehler, die Zugehorigkeit zu den jeweiligen
Mengen in (5-7) implizieren oder sogar dazu dquivalent sind. Mit derartigen ana-
lytischen Bedingungen liefle sich der Einfluss der Wahl von ¢ und a zumindest im
Groben besser tiberblicken als durch punktuelle numerische Rechnungen. Auflerdem
hédtte man damit eine gewisse Kontrolle einer rundungs-, abbruch-, und vor allem
programmier- oder auch nur tippfehleranfalligen Numerik. Analytische Bedingungen
der gewiinschten Art ergeben sich aus dem unten formulierten Satz 12.6(b).
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12.2 Definition. Die durch
1 o2

o(x) = ﬁe’T fir x e R,

O(z) = / p(r)de firzeR
definierten Funktionen ¢ und ® sowie der letzteren Umkehrfunktion ®~1 heiflen
Dichte beziehungsweise Verteilungsfunktion beziehungsweise Quantilfunktion
der Standardnormalverteilung. O

12.3 Bemerkung. Die Funktion ¢ ist keine Dichte eines elementaren Wahrschein-
lichkeitsmafles auf R, denn es gilt ja > cp ¢(x) = 0o # 1, sondern sie ist im Sin-
ne der MaB- und Integrationstheorie eine Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich des
Lebesgue-Mafles auf R, was gerade ¢ > 0 und 12.4(1) bedeutet, und sie definiert
daher ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Borel-o-Algebra auf R, welches dann Stan-
dardnormalverteilung genannt wird. Dieses alles nicht als aus einer MIT oder WT
bekannt annehmend, fassen wir hier “Dichte der Standardnormalverteilung” usw. als
blofle zusammengesetzte Namen der drei analytischen Objekte o, ®, ®~1 auf. m

12.4 Satz. Es ist ¢ gerade, tberall > 0, auf [0, 00[ streng fallend, mit

M) [ e = 1.

D ist streng wachsend mit

(2) lim O(z) = 0 = &(—00), Zli_{(r)loq)(z) =1 =: &(c0)
Es ist ®(0) = 3, und ® — % ist ungerade:

(3) O(z) = 1—9(—2) firzeR,

(4) O t(u) = - N1—-w) firue]ol]

Weiter gilt die Standardflankenungleichung' fiir ®,
(5) (—2) = 1-d(2) < 2 firze]0,00[.

Beweis. Fir (1) siehe Storch/Wiebe (2003) oder Elstrodt (2018), oder tiberhaupt
jedes gute Lehrbuch der Analysis. Damit ist bis (4) alles klar, wobei (2) auch

aus (5) folgt, und (5) zum Beispiel aus 1 — ®(z) = ?ogo(a:) de = ?%QZQ&(%) dr <

L] (—¢/(@) do = 22, a

st F Verteilungsfunktion eines (elementaren) WahrscheinlichkeitsmaBes P € Prob(R), so be-
zeichnet man I eingeschrankt auf “kleine Argumente” als die linke Flanke von P oder von F,
und 1 — F, oder auch die komplementére Verteilungsfunktion 1 — F(-—) aus 10.7(4), eingeschrankt
auf “grofle Werte” als rechte Flanke. Gleiche Terminologie fiir allgemeine Wahrscheinlichkeits-
mafe gemifl der Bemerkungen 12.3 und 12.21, und damit dann auch fiir die (nichtelementare)
Verteilungsfunktion .
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® ist in vielen Stochastik-Lehrbiichern tabelliert?, siehe etwa Henze (2021, p. 362)
oder Krengel, in R ist

(6) ® = pnorm, ¢ = dnorm, &~ ! = gnorm,
und wir merken uns die beiden fettgedruckten der speziellen Quantile

) u |9 95 975 .99 995
®'(u)| 1282 1645 196 2326 2.576

(jedes auf drei Nachkommastellen korrekt gerundet, dabei jedes auBer ®~1(.99) auf-
gerundet).

12.5 Aufgabe. (a) Zeigen Sie mit der Regel von de L’Hgpital, dass die Standard-
flankenungleichung 12.4(5) fur ® asymptotisch scharf ist:

(1) O(—2z) ~ (p(zz) ~1—®(z) firz— oc.

(b) Zeigen Sie, offenbar in Prézisierung von (1),

1 1
(2) O(—2) = 1-P(2) > ¢(z2)- (; - ;) fir z € 10, 00|

(etwa mit partieller Integration im obigen Beweis von 12.4(5) oder, leichter auch
weitere Verscharfungen beider Ungleichungen liefernd, mittels Transformation von
[7° auf [5°, Faktorisierung des Integranden, und der Kenntnis der Vorzeichen der

z

Taylor-Restglieder um Null von e fiir y > 0). O

12.6 Satz (Zentraler Grenzwertsatz fiir Poisson-, Binomial- und hypergeometrische
Verteilungen, mit Fehlerschranken vom Berry-Esseen-Typ). Es sei

P = {Py:A€]0,00[}U{B,, : neN,pe]0,1[}
U{H,,p : n,mbe N, n<r+b},

also die Menge der Poisson-, Binomial- und hypergeometrischen Verteilungen mit
strikt positiven Varianzen.

(a) Lokaler ZGWS. Es gibt ein A € |0, 00[ mit der Eigenschaft: Fir

(1) PeP, u=uP), c=0(P), keZ
qilt
©) PR~ so(UTH)] < 4

2Dass bisher kein Integrationtrick zur “expliziten, integralfreien” Darstellung von ® gefunden
wurde, liegt daran, dass ® nach einem Satz von Liouville in einem prézisen Sinne keine elementare
Funktion ist; siehe dazu Rosenlicht (1972) und, fiir eine einerseits behutsamere und ausfiirlichere
aber andererseits nicht ganz exakte Darstellung, Behrends (2007, pp. 149-161).



Wahrscheinlichkeitsrechnung I & II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27 127

(b) Globaler ZGWS. Es gibt ein A € |0, 00[ mit der Eigenschaft: Fiir

(3) PeP, p=upP), o:=0c(P),
I C R Intervall mit den Randpunkten a,b € R mit a < b
qgilt
b— a— j A
4 P — (D —d < =,
( ) ’ ( ) ( ( o ) ( o )> ’ -0
Beweis. Siehe unten hinter Lemma 12.15. OJ

12.7 Bemerkung. (a) Globaler Fall. Es bezeichne A, ¢p,) die optimale Kon-
stante in 12.6(b). Diese ist unbekannt. Es gilt jedenfalls

1
(1) 0.4288... = < Apew < 1.1166.

T =

Weiter gilt fiir jedes P € P wie in Satz 12.6

1 Ai2.6(b)
2 _© < supL.S.12.6(4) < Z1260).
@) 1+120%2 — Ip 1) < o

die sich aus 12.6(4) gleichméa8Big fiir alle Intervalle ergebende obere Abschétzung ist
also fiir von Null wegbeschrinkte o von der richtigen Ordnung.

Die obere Abschitzung in (1) und die untere Abschitzung in (2) werden bei
Mattner/Schulz (2014, Absatz um Formel (17)) erklért.

Aus Schulz (2016) ergibt sich, dass bei Beschrankung auf Poisson- und Binomi-
alverteilungen die Schranke 1.1166 in (1) durch 0.8195 ersetzt werden kann.

(b) Lokaler Fall. Wiederum bei Beschrinkung auf Poisson- und Binomialvertei-
lungen ergibt sich aus Zolotukhin/Nagaev/Chebotarev (2018, p. 393, Lemma 5),
dass 12.6(2) mit A = 0.516 gilt.

Im symmetrischen Binomialfall von p = 1 kann R.S.12.6(2) zu %
werden, was zumindest im Prinzip spatestens seit Laplace (1812) bekannt ist, siehe
dazu Hald (1990, p. 498, (1)), aber erst van Nerven (2024) zeigte, dass dabei dann

verscharft

A= 16& = 0.0249. .. optimal ist. O]
12.8 Aufgabe. Zeigen Sie die untere Abschétzung in 12.7(1) durch Betrachtung
von Einpunktintervallen und Poisson-Verteilungen. [

Satz 12.6(b) wird héufig in folgender Umformulierung fir standardisierte Zu-
fallsgroBen geméaf 10.32(1) verwendet:

12.9 Bemerkung. Es sei X ~ P mit P € P sowie p = u(P) und o := o(P) wie
wie in Satz 12.6(b). Fir —oo < a < b < oo gilt dann

(1) |IP> <a Pl S b) — (@) - q»(a))| < ‘:

= 0o
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wegen 12.6(4) mit p+ oa, pu+ ob statt der dortigen a, b, und der Spezialfall a = —b
von (1) liefert fiir b > 0

X —pu A
2 P b| —(20(0) —-1)] < —
@) | (‘ o ‘ (f) ) ( ®) >| o
wegen 12.4(3). O
12.10 Beispiel. In Beispiel 12.1 ist
L X —np nc ne
(1) IP’(‘EX—p‘<c) = IP’(' ‘<> ~ 2@()—1,
o o o

wobei das streng genommen bedeutungslose Zeichen “~” hier fiir eine naive “An-
wendung” von 12.9(2) steht. Nun ist

nc

2) 2@()—1 > 1-a

o

wegen der strengen Isotonie von ® aquivalent zu n > %@‘1(1 — 5 ), und letztere
Ungleichung gilt, wegen 0% < 2 wie aus Aufgabe 10.34(a) bekannt, immer dann
wenn n > o/ ®71(1 — &) gilt, was, unter Beriicksichtigung von ®~*(1 — %) > 0

a 1
wegen 1 — 5 > o, zu

) n > (‘1*1(1—3))2

2c

aquivalent ist. Bei Vernachlassigung des Approximationsfehlers in (1) wére also (3)
eine hinreichende Bedingung fir 12.1(1), der man insbesondere die Abhangigkeit
des kleinstmoglichen n von ¢ gut ansieht. Fiir @ = 0.05 und mit ®1(.975) = 1.96
sicherheitshalber zu 2 gerundet ergibt (3) die Bedingung

1
wéahrend hier 12.1(4) einen fiinf mal so groBen Mindeststichprobenumfang verlangt.
Speziell fur 12.1(2) miisste also n > 2500 hinreichend fiir 12.1(1) sein. O

12.11 Aufgabe. Uberpriifen Sie numerisch in R, ob 12.1(1) im Binomialfall und
mit 12.1(2) fiir n = 2500 gilt. Benutzen Sie dabei etwa die Kommandos dbinom,
pbinom, plot. Hat die linke Seite von 12.1 ein einfaches Monotonieverhalten? Wenn
man am Ende von Beispiel 12.10 mit 1.96 statt 2 rechnet, gilt dann 12.1(1)? Und
wenn man dabei, wie Henze (2017, p. 255), das strikte Kleinerzeichen links in 12.1(1)
durch “<” ersetzt? O]

12.12 Aufgabe (Naives Rechnen mit dem ZGWS). Es sei X ~ B,, ,, eine Binomial-
verteilte Zufallsgrofle. Beantworten Sie die folgenden Fragen mittels naiver Appro-
ximationen nach Satz 12.6(b) oder Bemerkung 12.9.
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(a) Es gelte p = 0.4 und n = 1500. Wie groB ist P(0.40 < 2 < 0.44)?

(b) Es sei p = 0.375 fest. Wie grol muss n gewéhlt werden, damit die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass |% — p| <0.01 ist, mindestens 0.995 betragt?

(c) Es sei p = %, n = 1200. Wie grol muss ¢ gewahlt werden, damit die Wahr-

scheinlichkeit fiir |2 — p| < & mindestens 0.985 betrégt?
(d) Es sei n = 14400 fest. Fiir welche Werte von p wird die Wahrscheinlichkeit fiir
|2 — p| < 0.01 mindestens 0.997 O

Die klassische Beweismethode zu Satz 12.6 benutzt:

12.13 Stirling-Formel. Fir jedes n € N ist

(1) n! = (n) V2mn e mit 0<o, <

e 12n

Beweis. Siehe zum Beispiel Krengel (2005) oder Storch/Wiebe (2003). O

12.14 Aufgabe. Wie viele Stellen hat 1000! im Dezimalsystem? Und welches sind
die drei fithrenden Ziffern?

(An elektronischen Hilfsmitteln diirfen hier nur die Moglichkeiten eines “ein-
fachen Taschenrechners” (mit Logarithmus-Taste) verwendet werden; nicht jedoch
zum Beispiel https://www.wolframalpha.com/.) O

12.15 Lemma. Es gibt eine Konstante ¢ € |0, 00| mit

(1) e — 1] < |xz]el fir x € R,
2
(2) |log(1+2) — (v — %)] < el i |2 < 1,
T1X2 5 . 3 . 1
(3) ’ —1’ < 2V |z )] |w — 1] fiir € R® mit |zg] > 3.

L3 i=1

Beweis. (1) und (2) sind einfache Taylor-Restglied-Abschatzungen nullten bezie-
hungsweise zweiten Grades.
(3) LS. = L |l‘1$2—$1+l’1—1—($3—1)| < 2(|£L‘1| : |ZL‘2 - 1| + |$1 - 1| + |ZL‘3 - 1|)

T s

<R.S. [l

Auch wenn es uns hier auf die bestmogliche Konstante ¢ oben in (2), also auf den Wert von

2

mit  R(z) :=log(l+x) — (z — %)7

R(x)
23

(4) cp =  sup
0<le|<3

eigentlich nicht ankommen soll, sei zwecks Explizitheit hier und im Beweis von Lemma 12.16 be-

2 -8
1+5*] — 3
liefert, die geschicktere einfache Anwendung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes der Differen-

’

©
3¢2

merkt, dass das Lagrange-Restglied co < 3; SUPQ<[¢|< L log”' (14 &) = % SUPQ< [ <1

1|2 .
1+£’ = £, man aber mit der

tialrechnung immerhin schon ¢o < supg¢j<1 = 1sup, <Jel<1


https://www.wolframalpha.com/
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Integraldarstellung R(z) = [ log"” (1 +y) 3 (z —y)? dy = 2 fol W(l —y)? dy sieht, dass o an

T = —% angenommen wird, und folglich gilt:

(5) co = 8|R(-1)| = 8log(2)—5 = 0.5411....

Fiir die eben verwendeten drei Sédtze der Analysis siche etwa Heuser (2009, (61.3), (49.5)) und
Heuser (2008, A 168.2), oder Storch/Wiebe (2003, 15.A.4, 14.A.10, 18.A.2).

Wir beweisen nun zunéchst Satz 12.6(a) mit einem Zusatz, der weiter unten im
Beweis von Satz 12.6(b) verwendet wird.

12.16 Lemma. Es gibt Konstanten A, «, ¢ € 10, 0o[ mit der Figenschaft: Fir 12.6(1),
also

(1) PeP, u=uP), o=0(P), ke,
sowte mat
k—p
(2) z = , also k = p+oz,
o
und
1
(3) A = LS.12.6(2) = |P{k}) — —p(2)
o

gilt 12.6(2), also

A
sowte die Implikation
A e
(5) z| < co = Agpe :

Beweis. Wir zeigen, dass die Behauptung in endlich vielen (ndmlich fiinf), insge-
samt alle Moglichkeiten erfassenden Spezialfillen gilt. Dabei wird die gewiinschte
Konstante ¢ sowie ein die Fallunterscheidung festlegender Parameter oy am Ende
der Behandlung des ersten Falls gewéhlt, wihrend A und « sich von Fall zu Fall
andern konnen. Die volle Behauptung folgt dann mit dem Mimimum der erhalten «
und dem Maximum der erhaltenen A. Die ersten drei Félle betreffen nacheinander
die drei betrachteten Verteilungstypen unter den Zusatzannahmen (10) und (11),
die letzten beiden Félle sind dann die verbleibenden “trivialen Randfalle”.

Mit ¢, ¢, ... werden im Verlauf des Beweises absolute Konstanten € ]0, oo[ be-
zeichnet, d.h. Konstanten, die man im Prinzip schon an dieser Stelle ohne Bezug
auf die unten als gegeben betrachteten P oder k wihlen konnte, ndmlich

¢; die Konstante ¢ bzw. ¢y aus 12.15(2,4,5), ¢o == (201 + %) Y, g, cg = 20y,

¢y = cysup (2 + 1) exp (— & , Cs = 4%,
4 3tZIO)( ) p( 32) 5 4

und auf deren mogliche oder gar bestmogliche Werte es hier nicht ankommen soll.
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Es werde nun (1-3) angenommen®, und es sei
P({k})
(6) q = 7 )
-9(2)

1. Poisson-Fall. Ist P = P, mit A € ]0,00[, also 4 = 0% = X nach Aufga-
be 11.13(b), und gilt

Y
(NS

(7) o
(8) 2| <

so folgt mit (2) im ersten und (8) im dritten Schritt zunéchst

o? o?

(9) k= p+oz > p—olz| > T
insbesondere also £ > 0 und damit £ € N, und daher mit der Notation aus 12.13 im
zweiten Schritt

UKD — /\—ke_)‘ - Are—A - 1 o <k>—(k+§)e_gk
o ) (g)k\/?ﬂce@k - Vem A ’

und mit (6) im zweiten und g(z) = log(1 + z) — (m — %) fir > —1 im funften
Schritt dann

—(k+3)
ek=A (k 2/ =0k 2 e
X z
ro= log(q) = log (e)_z2/2 = 5+k—)\—(l€+%)logX—Qk
2
_ = 2 1 N
= 54—20— (0 —|—za+2)log<1—|—a) — Ok

= ’Z22+za—(02+za+é> (;—;:24—9(;)) — Ok
3 2
= 53(sam) (e a) -
dabei gilt
1 1 1

< << — <K
el = 5F < 52 T 6

3Damit sind also P und k im Prinzip fiir den Rest des Beweises fixiert; dennoch erlauben wir
uns in den Beweisteilen 2. und 3. jeweils eine “Anwendung des bereits bewiesenen” auf gewisse
dort hilfsweise betrachtete P; und k;.
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wegen 12.13 im ersten Schritt, (9) im mittleren, und (7) im letzten, und es folgt,
mit (8), (7), und 12.15(2) im ersten Schritt,

v < \Z!3+1 !Z\+Iz\ N 2+02+02
r — + | — + — o'+ —+ = ca|—
= 25 2 2 "9 ),

< 2 (P + 12 +1)
B )

und weiter, mit den letzten beiden Schranken fiir |r| im dritten Schritt, sowie
mit 12.15(1) zweiten und (7) im vierten,

1| = |[¢—1] < | < & 2 3 (113 1 1
=1 = =1 < e < Zexp (S )exp (2 (4 1))
2
s o (F e
Jexp<32—|—a|z|>.

Also gibt es ein ¢ € ]0,3] und ein oo € [1,00[, die fir den Rest des Beweises
fiziert seien, derart, dass im Fall P = P, und unter den (7) und (8) verschérfenden
Annahmen

3 1
* 6o

(10) o > oy,
(11) |z| < co
stets
2
Cs z
12 -1 < — —
(12) -1 = oo (5).
Cs 1
13 S S
(13) o — 24

gilt, und als Konsequenz von (12) insbesondere

1 Cg 7 9
(14 A= lo-1oele) < Sexw(-37).

also die Behauptung im Poisson-Fall mit (10) und (11).

2. Binomialfall. Im Fall P = B,,, mit n € N, p € |0, 1], und mit (10) und (11)
gilt u = np, 0> = np(1 — p), und mit \ == n(1 — p) folgt

H pA 2 L1

(16) min {VX', yii', v’} > o,
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und mit der aus Aufgabe 9.15 bekannten, aber auch so leicht durch Kiirzen verifi-
zierbaren Darstellung

D, (K)pa(n — k)

P({k}) byp(k) =
! p>\+u<n)
erhalten wir mit (15)
P({k
(17) q 1({ }) — 419>
;@(z) ds
wobei
B _k - —k—)\__k—u -
1 7 2 \/T \/T ) 3
__pulk) _ ba(n—Fk) __pan)
Qh_i(Z) 4y = L<2)7 Q3_L(Z)
NRa%e! I Pz NIRASE:
dabei gilt wegen (16) und (11)
|zl < 2] < co <oy,
2] < 2] < o <oV,
|Z3| = 0 S C\/ﬁ,
und damit nach 1. angewandt auf P,,k,Py,n — k,P,,n
2 2
Cs 2] Cs z
1] < = < =2 . —1| <
g =1 < \/FeXp<16> < eXp<16>, g2 — 1]
Cs 02 Cs 1 Cs 22
-1 < < =2 — il ol
=11 < ﬁeXp<16> =5 = 24A<anp<16>>

und damit sicher |gs| > % und folglich, mit 12.15(3) im zweiten Schritt,

lq — 1]

<

<

<

q192

q3

2-(14|q —1])

'Z|%’—1|

z; 3cs 22
2.(1+5 2% exp [ £
(e en(5s)) o ()

2
2. <1+ > 3 exp (Z
o 8

—1’ < 2-(1V|ql) Z|qz—1|

Also gilt mit ¢; = 12¢5 im Fall P = B,, , mit (10) und (11) stets

(18)

(19)

lg — 1]

Cr

g

<

<

Cr
— exp

= Qg

Z2

(

8

).
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und, als Konsequenz von (18) insbesondere

1 Cg 3 2
(20) A= la—1e) < Sexp(—3),

also die Behauptung im hier betrachteten Binomialfall mit (10) und (11).

3. Hypergeometrischer Fall. Hier sei also P = H,,,;, mit n,7,0 € N, n <r +10
und mit (10) und (11). Mit N := 7+ b und p = § gilt dann p = n35 = rp,
o =ntb(1— 2y = %"SE%:?)), rp + bp = n, und nach der aus Aufgabe 8.3

bekannten und wieder durch Kiirzen leicht verifizierbaren Darstellung

brp(K)byp(n — k)

P{k}) = hnrp(k)

bN,p(n)
gilt statt (17) hier zunéchst
Pk
a3 ;@(w)
mit
\/nrb \/N —1 k—p o
T = w o= = —z,
T T
k- on— —bp k—rp o n— Np 0
= = - ) 3 = = )
\/rp (1-p) \/bp 1—p) Vop(1—p) VNp(1 - p)
._ bnp(k) ._ bb,p(” — k) — bN,p(”)
S gy R S —— e R ——T
rp(1-p) ! \/ bp(1-p) 2 v/ Np(1-p) 3

Wegen N =r+bmit r,b > 1 gilt b < N—1und r < N — 1, also rp(1 — p) >

ﬁrp(l —p) =0%und bp(1 —p) > =bp(1 —p) = 0, und mit Annahme (11) also

k —

=l = | L=l < o0 < oefmi—p)
o
k —

=l = ‘ L= B < w0 < efip(l-p),
o

23] = 0 < ¢/Np(l—p).

Damit erhalten wir mit 2. angewandt auf B, ,, k, By, n — k, By, 1

2 2 2
g — 1] < CYexp<Z1) < C7eXp<Z ) 2 — 1] < C7eXp<Z>,
rp(1 — p) 8 o 8 o 8

2 1 2
g3 — 1] < C7eXp<O> < I < /\C7eXp<Z>
Np(1—p) 8 o 2 o 8
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unter Benutzung von Np(1 —p)/o? = w > 1. Wie in Schritt 2 folgt

2
C z
Q1Q2_1’ < 8exp< )7
o

q3 4
und mit
o1 = 7¢w) <qlq2 1>+0<¢(w>_1>+0’_1’
To(2) q3 T\ ¢(2) T
2 N o ‘7—;—1 o? 1 1
— = —— € 11,2 ——1 = Z < ——1 = — < —
72 N -1 1.2, T g+1 = 7 N—-1 — o2
2

5 - wliee) <ol () < o

4 202
und damit
1 1
(22) A= lo-1se) < Sew (-4,
o o 4

also die Behauptung im hier betrachteten hypergeometrischen Fall mit (10) und (11).

4. Im Fall o < 0y gilt, diese Voraussetzung im vorletzten Schritt ausnutzend,

p0) _ Tt Ar
o o2 o2

A < P({’“}”i“@(t”) < 1+

und damit auch die Implikation

c 1€
12 2 _,2 12 .2
—ee T < e

2] <o = A 5
o o

IN

also kann in diesem Fall (4, o) = (12670, 1) gewiihlt werden.
5. Im Fall |z| > co erhalten wir einerseits mit Chebyshev im zweiten Schritt

1 c?
Z‘Z| < ? < F

-1
C13 Cc (13
<

kK — i

Pk} < P({k/ :

und andererseits
1
o|z|

2le(z) <

b

Loy i3
o o olz| T o2
zusammen also A < (¢72 + ¢ ley3)/0?; also kann in diesem Fall, (A, o) mit A =
¢ 24 clei3 und « beliebig, etwa o == 1, gewihlt werden. O
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Beweis zu Satz 12.6(b). Wir schreiben wieder ¢y, ¢s . .. fiir (neue) absolute Konstan-
ten € |0, ool.
L. Fiir (ky, ko) € Z2 gilt fir jede stetig differenzierbare Funktion f : [k, ko] — R

> ) = [ aes EEIED G g e

k=K 2 k1

(Euler-Maclaurin-Summenformel im einfachsten Fall, siehe zum Beispiel Heuser (2009,

k+1
Nr. 95), Beweis durch partielle Integration, etwa, [ 1. f(z) dz = (x—lﬁ—%)f(a:)‘ .

k
= 2] + 1) f(x) de, dann Y.L ), und damit

< 1" ar LS
= 2

(1 LR

ko ks
S flk) -
k=k, f( ) /kl f

speziell also fiir 4 € R und o € ]0, 00|, und dann ab jetzt die Abkiirzung

(2) o= 21 frrer
o
verwendend,
k
21~ k2 1 1 1
3 Sk —/ 2 o(F) / _a
® |2 o0 - [ @ < g = 2

mit ¢'(z) = —zp(z) und ' = L im ersten Schritt, und mit der Substitution z
ox + p im zweiten, und mit derselben Substitution

() [ 2e@ar = o) - o).

, o
2. Der Mittelwertsatz und ||¢l|,, = ¢(0) = ﬁ liefern, mit der Notation (2),

|z — g

fir z,y,p € R und o € 0, 00|
2o

() |®(7) — @(y)| <

3. Es gelte nun 12.6(3), also

PeP, p=ulP), c=0(P),
I C R Intervall mit den Randpunkten a,b € R mit a < b.

Ist 0 <1, so folgt

(6) L.S.12.6(4) < 1

IA
SHE
I
Qe
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wir konnen daher ab jetzt bei Bedarf
(7) o > 1

annehmen. Ist nun weiter I NZ = (), so gilt P(I) =0 und 0 < b —a < 1, mit (5)
also

(8) LS126(4) = |0(b) - (@) < e,

Ist dagegen I NZ # (), so ist
ki = [a] < |[b] = ko,
und wir erhalten mit A, o, ¢ aus Lemma 12.16 unter der Zusatzannahme

9) —co <a, b < co

auch ]E) < co fiir k € {ky,...,ks} = I NZ, und folglich

(10) P =Y o] < 3 [P~ o)
i;em(—a?) < %

im zweiten Schritt mit Lemma 12.16, und im letzten Schritt mit (1), &hnlich wie
bei (3), aber auch (7) benutzend, und damit

(11) LS.12.6(4) = |P(I)— (2(b) — ©(a))|
< LS.(10) + LS.(3) + | @(k) — (k) — (@(B) — @(@)| < =

g

wegen (4) im zweiten Schritt, und mit (10,3,5) und |ks — b < 1, |ky —a| < 1 im
letzten Schritt.
4. Ist x € R mit 7 < —co, so folgt

1 1
(12) ¢(z) < P(—co) = —coP(—co) < —supzP(—z) < #le) - @
Cco Cco zzc Cco g

mit (7) im dritten Schritt und 12.4(5) im vierten. Ist z € R mit > co, so liefert (12)

(13) 1-0(F) = o(-7) < 9.
o

5. Gilt nun 12.6(3) ohne dass (9) angenommen wird, so betrachten wir mit I :==
[ag, bo) = [ — co?, p+co?] das (moglicherweise leere) Intervall J := I N 1y. In jedem
Fall gilt

0'2 Cr

14 0 < P(I)—-P(J) < PR\ < < =
(14) = (1) (J) < (\0>—(002)2—0
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wegen der Isotonie und der Subtraktivitdt 3.3(8,9) in den ersten beiden Schritten,
der Chebyshev-Ungleichung 10.31(1) im dritten Schritt, und wegen (7) im letzten.

Im Fall J = ) folgt P(I) < “ und entweder a < b < —co? oder co? < a < 5,
und im ersten dieser beiden Unterfélle erhalten wir

(15) L.S.12.6(4) < P(I)+®(b) +d(@) < %
wegen(12), im zweiten
(16) LS126(4) = |P(I)—(1—2®)+ (1-2@)| < %8

wegen(13).
Im Fall J # 0 hat J die Randpunkte aVay = ¢ < d := bAby, und mit

0 < ¥ = B - D@)+0b) - 0(d) < Ba)+1-Db) <
und mit (14) folgt
(17) LS.126(4) < |P(J) - ((2(d) - @@)|+ |P(I) - P())] +[¥] < <°
unter Benutzung von (11) mit J, ¢, d statt I, a,b.

6. Damit ist 12.6(4) in jedem Fall mit A := max{cs, c3, ¢5, ¢s, c10} bewiesen. [

12.17 Aufgabe. Fiihren Sie die im obigen Beweis zu Satz 12.6(b) angedeutete
Begriindung des letzten Schrittes in der dortigen Ungleichungskette (10) genauer
aus. [

Satz 12.6(b) kann als Spezialfall des folgenden allgemeinen Satzes (hier im Rah-
men elementarer Wahrscheinlichkeitsraume zu lesen, aber wortlich so auch im all-
gemeinen mafitheoretischen Rahmen giiltig) aufgefasst werden:

12.18 Satz (ZGWS, Berry-Esseen-Version mit den Konstanten von Shevtsova (2013)).
Es sein € N, es seien X1,...,X,, unabhdngige reellwertige Zufallsgréfien mit

pi = EX; € R, o = VarX; < oo, S = E|X; — > < o

2

firie{l,...,n}, und es sei

PR ST Pty
i=1 i=1
Weiter sei I C R ein Intervall mit den Randpunkten a,b € R mit a < b. Dann gilt

(1) ‘]P’(iXie[) - (@(b_”)_cp(“_“))‘ < 1.1162?:§6i.

o o o
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Im Spezialfall identisch verteilter X; kann die Konstante 1.116 durch 0.938 ersetzt
werden, d.h. es gilt dann

0.938 (4
2 L.S.(1 .
(2 m < =
Im Fall a = —o0 oder b = 0o kénnen die Konstanten in (1) und (2) jeweils halbiert

werden, also 1.1166 durch 0.5583 sowie 0.938 durch 0.469 ersetzt werden.

Beweis. Ubersichtliche Beweise fiir einseitig unbeschrankte Intervalle, jedoch mit
schlechteren Konstanten an Stelle von 0.5583, findet man zum Beispiel bei Fel-
ler (1971, Kapitel XVI) und Génssler/Stute (1977, pp. 162-167). Der Fall beliebiger
Intervalle mit verdoppelter Konstante folgt daraus leicht mittels Dreiecksunglei-
chung. Der schwerer nachzuvollziehende Beweis mit den angegebenen Konstanten
von Shevtsova (2013) kombiniert, wie schon einige Vorlaufer, langwierige analytische
Uberlegungen mit computergestiitzten numerischen Rechnungen. L]

12.19 Aufgabe. Ungleichung 12.18(2) fir X; ~ B, liefert 12.6(4) mit A = 0.938
im Binomialfall. [l

12.20 Bemerkung. (a) Es gibt Indizien dafiir, dass in Satz 12.18 die Konstan-
te 0.469 (und vielleicht sogar 0.5583) durch (34 +/10)/(6v/27 ) = 0.4097. .. ersetzt

werden kann, und 0.938 (und vielleicht sogar 1.1166) durch (/2/7 = 0.7978. ...

Jedenfalls weil man, dass es nicht besser geht, und die naheliegende Technik
zum Erhalt unterer Schranken fiir die besten Konstanten liefert keine weitere In-
formation, siehe Dinev/Mattner (2012). AuBerdem konnte Schulz (2016) zeigen,
dass im als ungiinstigst vermuteten Fall Bernoulli-verteilter X; tatsachlich 0.469
durch (3 ++/10)/(6v/27) = 0.4097 ... ersetzt werden kann, und damit immerhin
auch 0.938 durch 2(3 +1/10)/(6v/27) = 0.8194. . ..

(b) Man kann zeigen’: Zu jeder hypergeometrischen Verteilung H,, ., gibt es Zahlen
Ps---sDn € [0,1] mit H,, ., = *?:1 B,,. Damit liefert eine Betrachtung analog zu
Aufgabe 12.19, mit 12.18(1) statt 12.18(2), einen Beweis von 12.6(4) mit A = 1.1166
auch im hypergeometrischen Fall. O

12.21 Bemerkung. Satz 12.18, ob in der hier gewahlten Formulierung oder ei-
ner anderen, ist der wichtigste unter vielen Sétzen welche Anlass zur Betrachtung
allgemeiner, nicht notwendig elementarer Wahrscheinlichkeitsmafie geben: Das sind
Funktionen P auf einer (Mengen-)o-Algebra B auf einer Grundmenge €2, fiir welche
die Forderungen 3.2(1,2) abgeschwécht werden zu

(1) P(A) € 0,00 fir Ae B (Positivitéat),

(2) > P(A) = 1 fir jede abzéhlbare Quasipartition A C B von ¢
AeA
(0-Additivitdt und Normiertheit).

4Vatutin/Mikhailov (1983, Corollary 5 mit n = 2, also F, erzeugende Funktion von
H,, s,,N—s, = Hg, 5,.N—s, ), ausfihrlicher bei Roos (1996, pp. 8-10).
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Die bisher betrachteten elementaren Wahrscheinlichkeitsmafle bilden dann einen
Sonderfall unter denjenigen Wahrscheinlichkeitsmafien mit B = 2.

Speziell mit 2 = R und B gleich der Borel-o-Algebra auf R definiert dann, wie
man in der MIT zeigt,

N,o2(4) = /1go (1’ — ,u) de firAeB

o o

ein Wahrscheinlichkeitsmafl N, ;2 auf B, genannt Normalverteilung mit den Pa-
rametern p und o2, und fiir jedes Intervall I C R mit den Randpunkten a < b
gilt

b— a—
Noo2() = o 0_“) - 9(~— 7).
Satz 12.18 macht also eine Aussage zur Approximation der Verteilung einer Summe
durch die nichtelementare Verteilung N, ,2, wobei dort nur Intervalle und damit nur
spezielle Borel-Mengen betrachtet werden.
Eine systematische Betrachtung allgemeiner, nicht notwendig elementarer Ver-
teilungen erfolgt in der MIT und der WT. O]
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13 Statistische Modelle, Schatzprobleme, Tests

Statistische Modelle sind Wahrscheinlichkeitsmodelle, welche noch von einem als
unbekannt angesehenen Parameter abhéngen. Formale Definition in zwei Varianten:

13.1 Definition. Es seien X und © nichtleere Mengen. In jedem der beiden folgen-
den Falle heifit X Stichprobenraum, und © Parameterraum.

(a) Fir v € © sei Py € Prob(X). Dann heift
(1) P, = (Py:9¢€0O)
kanonisches statistisches Modell auf X', mit der Beobachtungsgrofie

(b) Fir ¥ € O sei (2y,Py) ein Wahrscheinlichkeitraum und Xy : Qy — X eine
ZufallsgroBe. Dann heif3t

(3) (X, ((Qﬁ,Pﬁ, Xﬁ) 9 c @))

unkanonisches statistisches Modell, mit den Beobachtungsgréfien X, fur ¢ € ©,
und dem zugehorigen kanonischen Modell

(4) (XgoPy: 9 € O).
0

13.2 Beispiel. Es sei n € N. Fir N € N mit N > n und fir r € {0,..., N} sei,
Beispiel 5.15 beziiglich der dort noch gegebenen Wahlmoglichkeiten konkretisierend,

My = {1,...,N}, R, = {1,...,r}, Sy = {sC My :+#s=n},
IEDN = USN, SN = idsN s XN,T = #(SN N RT),
X = {0,...,n}, © = {(r,N)eN;:rAn < N}.

Dann ist
(1) (x, ((Sx.Py. Xy,) : (N) € @))

ein unkanonisches statistisches Modell, fiir die Anzahl der gezogenen roten Kugeln
in einer einfachen Zufallsstichprobe vom Umfang n aus einer Urne unbekannter
Grofle N mit einer unbekannten Anzahl r roter Kugeln. Das zugehorige kanonische
Modell ist

(2) (Hn,r,N—r : (ra N) S @)7

wie in Beispiel 5.15 gezeigt beziehungsweise definiert. O]
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Kanonische Modelle reichen im Prinzip fiir die Statistik vollkommen aus, aber
unkanonische sind zur Bildung kanonischer oft hilfreich. Ab jetzt betrachten wir hier
nur noch kanonische statistische Modelle, kurz Modelle genannt. Statt “Modell”
sagt man auch “Experiment” oder “Verteilungsannahme”.

Die Parametrisierung eines Modells ist meist nicht frei von Willkiir, siehe et-
wa 13.2(2) versus 13.3(c).

13.3 Beispiele. Es sei n € N. Kanonische Modelle auf X' := {0,...,n} sind:

(a) Bhe = (B, : p € 0,1]), das Binomialmodell (zum bekannten Stichproben-
umfangsparameter n).

(b) Fir N € N und N > n das hypergeometrische Modell (H,, y_,. : r €
{0,..., N}) zur bekannten Populationsgréfie N (und zum bekannten Stichproben-
umfangsparameter n).

(c) Das hypergeometrische Modell (H,,,; : r,b € Ny mit r + b > n), zu unbe-
kannter Populationsgrofie (und zum bekannten Stichprobenumfangsparameter n).
O

13.4 Definition. Es sei P, = (Py : ¥ € ©) ein Modell auf X, und es sei x :
© eine Funktion. Dann heifit (P,, x) Schitzproblem mit dem interessierenden
Parameter k.

Ist #: X — T eine Zufallsgrofie mit' T' O k[0], so heiit # Schitzer fir (P,, k),
mit der Verteilung (R0 Py : 9 € O).

Ist B € [0,1] und ist K : X — 25I® eine Zufallsgrofe mit

Py(K> k() > B firdeo,

so heifit K Konfidenzbereich zum (Konfidenz)niveau f, kurz -Konfidenz-
bereich, fir (P, k). O

Ublich, aber nicht begriindbar, ist die Wahl von 3 := 0.95 als Konfidenzniveau.

Interpretation: Von den S-Konfidenzbereichen die ein Statistiker in seinem Leben
so ausrechnet enthalten mindestens - 100% den unbekannten wahren Parameter.
Jeder einzelnen der vom Statistiker getroffenen Aussage der Form “K(z) 3 k()"
kommt dagegen keine Wahrscheinlichkeit zu, auch wenn dabei Formulierungen wie
zum Beispiel “zu 95% sicher” gewéhlt werden mogen.

13.5 Beispiele. Interessierende Parameter und zugehorige plausible Schétzer in

-----

(c) (r,b) = = = p(r,b), p:==LX. ]

r+b T n

LOft ist dabei sogar I' = £[©] wihlbar.
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13.6 Beispiel (BSE? im Jahre 1998). Siehe Lorenzen (1998). Dort lesen wir:

“So trat ...kein einziger BSE-Fall bei den insgesamt 234 Nachkommen aller
126 britischen Fleischrind-Zuchtkiihe auf, die stets im gleichen Betrieb lebten und
schlieflich an BSE erkrankten. ... Das Risiko, dafl dieser Erreger von der Kuh auf
ihr Kalb iibertragen wird, ist somit gleich Null.”

Dies kann wie folgt interpretiert werden: In einer Situation wie in Beispiel 13.5(a)
mit n = 234 ergibt die zu X gehorige reale Beobachtung den Wert 0, kurz “X = 07,
und entsprechend “p = 0”7, und daraus wird nun auf “p = 0”7 geschlossen.

Letzterer Schluss, in dieser Schérfe von einem Schatzwert auf einen exakten
Parameterwert schlieBen wollend und nicht etwa eine Formulierung wie “ist somit
ungefiahr Null” benutzend, ist offenkundig als absurd zu bewerten (ohne damit die
Seriositat des Restes des Artikels in Zweifel ziehen zu wollen). >

Schétzer sind fiir Mononumeralisten®, der Gebildete betrachtet Konfidenzberei-
che. Gewisse Konfidenzbereiche sind uns schon frither begegnet:

13.7 Beispiel. Es sei n € N, € ]0,1[, und a = 1 — . Im Schétzproblem
(Bne,idpq)) auf X :={0,...,n} ist ein S-Konfidenzbereich

(1) X 5 2 — {pE[O,l}:‘z—p‘<\/41a_n},

aufgrund der Chebyshev-Ungleichung, siehe Beispiel 12.1(a)(Auflosung von (4) mit
“=" nach c), und speziell im Fall n = 2500 und S = 0.95 ist nach Aufgabe 12.11
auch

(2) X 51 {pE[O,l] : ’z—p‘<0.02}

einer*, mit n = 2401 statt n = 2500 dagegen nicht ganz. O]

Ein Nachteil von (1) und den auf beliebige n verallgemeinerten Fassungen von (2)
ist die Konstanz der Lange des jeweiligen Konfidenzintervalls, denn fiir £ nahe 0
oder 1 wiinscht man sich doch ein kiirzeres Intervall. Dieser Mangel kann beziig-
lich (2) behoben werden, indem man die bei der Herleitung verwendete Abschiatzung
p(l1—p) < i nicht vornimmt, sondern stattdessen die dann vorliegende quadratische
Ungleichung in p auflost, siehe etwa Henze (2017, Abschnitt 29.7). Da dabei der Zen-
trale Grenzwertsatzes fiir Binomialverteilungen naiv “angewendet” wird und man
also nicht genau weifl ob das Ergebnis zumindest ungefahr korrekt ist, verwendet
man in der Praxis vorzugsweise eines der folgenden Konfidenzintervalle 13.8(4,5,6).

2Bovine spongiforme Enzephalopathie, umgangssprachlich Rinderwahn genannt.

3Ein Mononumeralist ist jemand, der mit einer Zahl im Grunde schon iiberfordert ist, und
der sich daher auf zwei oder gar drei Zahlen zugleich gar nicht einlassen mag.

4Dies wurde in der genannten Aufgabe nicht wirklich bewiesen, sondern nur numerisch.
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13.8 Satz (Konfidenzintervalle in Binomialmodellen, Clopper/Pearson). Es sein €
N und X ={0,...,n}. Fir g €[0,1] und x € X existieren dann

(x) = 0 falls x =0,
Pa\t) = dasp € [0,1] mit B, ,({z,...,n})=1-0 falls x >0
und
Bo(z) = das p € [0,1] mit B, ,({0,...,2})=1—-p falls x < n,
Ps\t) = 1 falls x = n,

und damit gilt insbesondere

(1) pa(z) = 1-p,(n—2),
(2) py(1) = 1=6Y" pyn) = (1-p)"",
(3) ps(0) = 1=(1=p)Y",  ps(n—1) = '/

Mit den obigen Definitionen und fiir" 8 € 10,1] sind drei 3-Konfidenzintervalle fiir
das Schatzproblem ((Bn,p :p € 1[0,1)), id[o,l]) gegeben durch

W [p,(0),1] = [0,1] falls = = 0,
Jpy(@),1] falls x> 0,
- ;O,pﬁ(x){ falls © < n,
0,55(n)] = [0,1] falls © = n,
s (0.2 (0)| = (072 O falls v =0,
6 o] |pes@) P )| falls 0 <« < n,
jplg(n),plg (n)} _ }plgﬁ (n), 1] falls = = n.

Firp €10,1] smdg8 und py streng wachsende Funktionen auf X. Firxz € {1,...,n}
ist B — gﬁ(q:) streng fallend. Firxz € {0,...,n—1} ist B+ Dg(x) streng wachsend.

Beweis. 1. Fiir x € X und p € [0, 1] zeigt eine einfache Rechnung

(7) Opbny(r) = —n (bn—l,p@) — bu1p(z — 1))
und damit per Teleskopeffekt

(8) 0, Bnpy({z,....,n}) = ki Opbnp(k) = nby_1,(x—1).

SWir schlieflen hier genau den praktisch ohnehin uninteressanten Fall 8 = 0 aus, weil genau
in den verbleibenden Féllen die hier unter (3) und (4) angegebenen Intervalle jeweils in einem
bestimmten Sinne optimal sind.
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Ist nun speziell x € {1,...,n}, so folgt aus (8) mit b, ,(z — 1) > 0 fiir p € ]0,1],
dass

0.1] 3 p = Bu({e.....n}) = h() € [0.1]
eine stetige isotone Bijektion ist, denn es gilt h,(0) = 0 and h,(1) = 1. Fir g € [0, 1]
existiert also p 5 wie behauptet, es gilt

Qﬁ(:v) = h'(1—-pB) fallsaxe{l,...,n},

und es ergeben sich damit die behaupteten Monotonien von p /3<$>’ einerseits in (3

da h;! als Umkehrfunktion einer isotonen Funktion isoton ist, und andererseits in
x wegen der fiir p € [0, 1] gtltigen Implikationskette

<y = h(p)=h,p) = b (h(p)) =p
angewandt auf p == h (1 — 3).
Es bezeichne nun K : X — 20U die Funktion aus (4). Fiir 8 € ]0,1] und p € [0, 1]
gilt, wegen [ > 0 im dritten Schritt,
{reX:K(x)3p} = {r€X:2=0, oderv>1und h,'(1 - p) < p}
= {ze€eX:x=0,oderz>1und 1 - <h,(p}
= {reX:1-p0<B,,{z,....n})}
= {reX:B,,({0,,...,z—1}) < 5}

= M,
und wiederum wegen 3 > 0 und wegen {0,...,—1} = 0 gilt 0 € M, und damit
existiert max M, und mit der Isotonie von z — B, ,({0,,...,z — 1}) folgt

M = {0,...,maxM}.

Ist nun max M = n, so folgt sofort B, ,(K > p) = B, ,(X) =1 > . Ist dagegen
max M < n, so ist 1 + max M € X \ M und damit, nach der Definition von M im
letzten Schritt,

Bup(K3p) = Bpp(M) = Byp({0,...,(1+max M) —1}) = §
und damit die Behauptung beztiglich (4); die Formeln in (2) und (3) sind dabei
offensichtlich.
2. Wegen B,,,({0,...,2}) = By1,({n — z,...,n}) gilt (1); also 148t sich (5)
auf (4) zuriickfithren, und ebenso die Monotonie von pg(z) auf die von p ﬁ(x)
3. Subadditivitdt angewandt auf (4) und (5) liefert (6): Bezeichnen K und A

die Intervalle zum Konfidenzniveau % gemaf (4) beziehungsweise (5), so folgt mit
P=B,,

PKNA>p) = 1—PK Zpoder AZp)
> 1 P(K3p) - P(AFp) 21—20—136 )
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13.9 Beispiel (BSE). Wird die in Beispiel 13.6 gegebene Situation durch das
Schatzproblem 13.5(a) mit n = 234 modelliert, und mochte man “nachweisen”,
dass die Ubertragungswahrscheinlichkeit p klein ist, so sollte man von den drei Kon-
fidenzintervallen aus 13.8 das Intervall 13.8(5) wéhlen, da aus der Monotonie der
Funktionen %, aus dem Beweis von Satz 13.8 die Ungleichungen ps(z) < p 140 (x) <1
fir z € {0,...,n — 1} und g € ]0, 1] folgen, und daher mit 13.8(5) die schérfsten
oberen Schranken fiir p erhalten werden.

Speziell fiir das tibliche 8 := 0.95 und mit der Beobachtung x = 0 ergibt 13.8(5)
das Intervall [0,p4(0)[ = [0,0.0127...[ unter Benutzung von 13.8(3), und damit die
Aussage “p < 0.013” statt “p =107 n

13.10 Bemerkung. Die Konfidenzintervalle aus 13.8 kdnnen bequem mit R berech-
net werden: Mit konkreten Zahlen x und n, oder mit vorherigen Definitionen x<-. . .
und n<-. .., ergeben die Eingaben

binom.test(x,n,alternative="greater") ,
binom.test(x,n,alternative="less"),

binom.test(x,n,alternative="two.sided")

jeweils alles mogliche, und dabei insbesondere die Intervalle 13.8(4,5,6) in dieser
Reihenfolge und mit 5 = 0.95; statt binom.test(x,n,alternative="two.sided")
reicht auch binom.test(x,n). Das Konfidenzniveau kann auch geéndert werden,
sieche ?binom.test. Mochte man sich nur das Intervall und das Konfidenzniveau
ausgeben lassen, so fiige man $conf . int dem jeweiligen obigen Befehl hinten an. [

Aber was kommt denn in Satz 13.8 so ungefahr heraus?

13.11 Bemerkung. Unter geeigneten Bedingungen (n gro8, f € [%,1[ nicht zu
nahe an 1, 2 nicht zu nahe an 0 oder 1) und in der Notation von Satz 13.8 mit
p=2=2Gg=1—p und z:= &7'(3), gilt

(1) 725(35) ~ ﬁ—% = 235(55) ) ﬁﬂ(m) ~ D+ z\\;?q :3ﬁ5($>7

wobei eine richtig gute Prizisierung dieser Aussage noch gesucht wird.°
Die sich aus (1) mit £2 statt 3 ergebende Approximation fiir 13.8(6)) wird oft
Wald-Intervall genannt. O]

SHier eine Prizisierung der wichtigeren Hilfte von 13.11(1), kopiert aus dem Skript zur Mathe-
matischen Statistik des Sommersemesters 2023:

Concerning the somewhat ugly condition (2) below, let us note that its first part is fulfilled for
conventional values of 3, as in the table in 12.4(7) and that its second part is automatically fulfilled
for < ®(y/6) = 0.992..., and that even for z = 3 it merely requires n > 2.

Theorem. Letn € N, 2 € {0,...,n}, p=2,4=1-p, B € [é,l[, and z == ®~1(B). Then the
Clopper-Pearson bounds QB(QU) and pg(x) from Theorem 15.8 satisfy the respectively first boundings
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Fir z = 0, wie in Beispiel 13.9, wiirde 13.11(1) pg(x) = p4(0) = 0 liefern, also

keine verntinftige Approximation. Da dieser Fall immer wieder von praktischem
Interesse ist:

13.12 Bemerkung (Die 2-Regel”). Fiir n € N und 8 € ]0,1[ liefert 13.8(3)

) Pa0) = 1k < TR

s LS.(1)
it 0, ms =1

Speziell fiir 5= 0.95 ist —log(1 — ) =2.995... < 3 und ~ 3. Also ergibt (1)

(2) Poss(0) < .

n

und wir kénnen also bei Verwendung von 13.8(5) bei beobachtetem x = 0 stets
3 statt Pogs(0) als obere 0.95-Konfidenzschranke fiir den Binomialparameter “p”
angeben, ohne im Fall von nicht zu kleinem n viel an Genauigkeit zu verlieren.

In Beispiel 13.9 erhalten wir 53; = 0.0128.. ., statt Dy g5(0) = 0.0127... .

Die %—Regel bezieht sich bei dem tiblichen Konfidenzniveau § = 0.95 auf das nur
eine obere Schranke liefernde “einseitige” Konfidenzintervall 13.8(5). Dagegen ist

das “zweiseitige” ([-Konfidenzintervall 13.8(6) an = = 0 gegeben durch [0, P15 (0)],
2

und es ist —log(1l — %ﬂ) = 3.688...; aus der “einseitigen” %—Regel wiirde also
eine “zweiseitige” %—Regel.

Viel mehr als “p < %” darf man bei x = 0 zum Niveau g = 0.95 jedenfalls nicht
behaupten. O

1

below with u = p — =,

and in case of

2? 25
(2) §<2 and n22 922

also the second ones: If x > 1, then

1 22 u— < 22 —u(l—u ‘
(3) py(z) > Qﬁ(m) = u—1+zi( (?m 1)+ﬁ\/u(1—u)+W)

3n

N 1 z A 1+ 2 14 2=
> p(x) = p- 2(7 P+ == + 3).

If t <n—1, then

I
[y
|
i
—~
S
|
8
~

(4) ps(r) < Ppglx) -
= R 1 72000 UUUIEE NUFLI L] )
< = —(—= = —3 .
< pslz) p+1+§2(\/77 g+ —= +—;

7 Auf englisch oft, wenige deskriptiv, “rule of three” genannt, wie alles mogliche andere auch.
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13.13 Aufgabe. (a) Beweisen Sie die Behauptungen in und zu 13.12(1).
(Hinweis: L.S.13.12(1) = —(e” — 1), Tangentenungleichung.)

(b) Was statt 13.12(1) ergibt sich analog fiir das nur eine untere Konfidenzschranke
liefernde Intervall 13.8(4)7 O

Auch zur Vorbereitung auf Aufgabe 13.15 dient:

13.14 Aufgabe. Es sei P, = (Py : ¥ € O) ein Modell auf X.

(a) Fur i € {1,2} sei x; : © ein interessierender Parameter, §; = 1 — o, € [0, 1],
und K; ein f;-Konfidenzbereich fir (P, k;). Es sei k == (K1, k). Dann ist K =
(K; x Ky) N k[O], genauer definiert durch

Kr) = (Ki(z) xKy(2))Nk[O] fiirz € X,

ein Konfidenzbereich zum Niveau 51 + s — 1 = 1 — a1 — ay fir (P, k).

(b) Kann man die Konklusion von Teil (a) verschérfen, falls zusatzlich angenommen
wird, dass fiir jedes ¥ € © die Zufallsgrofien Ky, Ky Py-unabhangig sind?

(c) Es sei k : O ein interessierender Parameter, und K ein [-Konfidenzbereich
fir (P,, k). Es sei weiter A\ : k[0] eine Funktion. Was ergibt sich dann fir das
Schétzproblem (P, A o k)? O

13.15 Aufgabe (8.16« ). Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eineii-
ge Zwillinge die gleichen Rauchgewohnheiten haben? Beantworten Sie diese Frage
aufgrund der Daten aus Aufgabe 8.16 nun weniger naiv durch Angabe eines 95%-
Konfidenzintervalls. Analog fiir zweieiige Zwillinge.

Konnen Sie sich damit “zu 95% sicher sein”, dass es zwischen den ein- und den
zweieiigen Zwillingspaaren einen Unterschied gibt? (Zwei Begriindungen!)

Anders als beim logischen Schliefen kann es beim statistischen Schlief3en
(auch statistische Inferenz genannt), womit meist die Anwendung eines Konfi-
denzbereichs gemafl Definition 13.4 oder eines Tests geméfl Definition 13.16 gemeint
ist, durchaus schaden, zu prézise zu fragen: In Aufgabe 13.15 fithrte zum tiblichen
Konfidenzniveau 0.95 die Frage

(1) “Wo liegt (p1,p2)?”

gemafl Aufgabe 13.14 (a oder b) auf ein Konfidenzrechteck, welches keine nichttri-
viale Antwort auf die Frage

(2) “pr# 2?7

mehr gestattet. Verglichen mit (1) unprézise Fragen wie (2), sowie zu ihrer Beant-
wortung passende statistische Verfahren, werden formalisiert durch:
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13.16 Definition. Es sei P, = (Py : ¥ € O) ein Modell auf X, und es sei® 6y C ©.
Dann heiit (P,,0,) Testproblem mit der Hypothese ©y und der Alternative
O\ Oo.

Ist weiter a € [0,1] und ¢ : X — {0, 1} eine Funktion mit

(1) Pﬂ(¢ = 1) < o furde @0,

so heifit ¢ Test zum (Fehler-)Niveau « fiir (P,, ©g), mit dem kritischen Bereich
{r e X :¢(x) =1}. O

Interpretation: Nach Beobachtung von x € X behaupte

“ e {@ g@o}” falls ¥ (z) = {(1)} :

d.h. im ersten Fall wird die Hypothese ©( verworfen, wihrend im zweiten Fall nichts
behauptet wird was nicht schon in der Modellannahme steckt. Damit ist die linke
Seite von (1) die Fehlerwahrscheinlichkeit der Behauptung im Fall von ¢ € Oy,
wahrend fir J € © \ Oy die Fehlerwahrscheinlichkeit Null ist. Tests konnen als
spezielle grobe Konfidenzbereiche aufgefasst werden:

13.17 Bemerkung. Es sei (P,,0g) ein Testproblem auf X mit dem Parameter-
raum O, und es sei « = 1 — 3 € [0, 1]. Eine Funktion ¢ : X — {0, 1} ist genau dann
ein Test zum Niveau « fir (P, ©p), wenn

(1) K(z) = {@g@"} falls w(a:)e{(l)}

einen (-Konfidenzbereich fir (P,,idg) definiert, denn mit (1) gilt {K # ¥} = {¢ =
1} falls 9 € O, und {K Z 9} = 0 falls ¥ € © \ O, und damit Py(K Z 9J) < « fur
Y € © genau dann, wenn 13.16(1) gilt. O

Wir begniigen uns zum Abschluss dieses Kapitels mit einem wichtigen Beispiel
eines Tests, welcher auf die Frage 13.15(2) anwendbar ist:

13.18 Satz (Fishers exakter Test). Es sei (ni,ny) € N?,
(1) b= (Bm,m ® By 10 €0, 1]2>

das kanonische Modell fir zwei unabhdngige binomialverteilte Beobachtungen mit
den bekannten Stichprobenumfangsparametern ny und no, auf dem Stichprobenraum
X ={0,...,n1} x{0,...,na}, und es sei

6y = {pel0, 1]2 ip1=Da},

8Man denke sich die Fille ©¢ = () und ©¢ = © ausgeschlossen; in einer ausfiihrlicheren Darstel-
lung als hier erweist sich ihre Zulassung jedoch als mathematisch bequem.
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die Hypothese gleicher Trefferwahrscheinlichkeiten, sowie o € [0,1]. Dann definiert

P(x) = (Hxlﬂ%mm({O, oo x)) < % oder
Hoitaoname ({21, -y 21 + 22}) < g) firze X
einen Test 1 zum Niveau o fiir (P,,©y).
Beweis. Es sei p = (7, m) € ©g gegeben und P = B,,, » ® B,,, ». Zu zeigen ist
(2) Pip=1) < a

Wir setzen ((Xl,XQ)) = id/y, S = X1 + Xg, N = ni + No,

(3) Hy = Hspn firse{0,...,N},
(4) Vi) = (Hpp({0,..,2}) <§)  und
(5) o(x) = (Hxﬁz?({xl, T+ aa)) < %) fir z € X.

Unter P sind nach 8.8 und 7.9(11) dann
(6) X; ~ B,,» unabhangig fir e {1,2}.
1. Es gelte zunéchst 7 € |0, 1[. Fir s € {0,..., N} ist dann
P(X1=¢&|S=5) = hgnm(s) firfeZ,

nach Aufgabe 8.3 oder hier direkt durch leichtes Nachrechnen, und mit den Eigen-
schaften bedingter Wahrscheinlichkeiten aus 6.4(a) und der Abkiirzung (3) folgt

(7) P(X;<c¢|S=s) = H;{0,...,¢}) und
(8) P(X;>c¢|S=s) = Hi({c,...,N}) firceZ,
und damit

Py =1,S=s) = P(H({0,....X}) <5,

s)

= P(X; <c,S=s)mit c:=max{{ € Z: H,({0,...,&}) < ¢}
= P(X; <c|S=s)P(S=ys)

= H;({0,...,c})P(S=3s) < SP(S=y5s)

mit der Definition von ¢; und einem Einsetzen von s fiir S im ersten Schritt, der
Isotonie von F'(&) == H,({0,...,£}) sowie F(=1) = 0 < § und F(s) =1 > § im
zweiten, (7) im vierten, und der Definition von ¢ im fiinften. Folglich ist

N N

Pipy=1) = Y P =1,8=s) < 23 P(S=s) = %,

s=0 s=0
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und analog, mit (8) und dann ¢ := min{{ € Z : H,({¢,...,N}) < 9}, ergibt sich
P12 = 1) < §, und mit

(9)
erhalten wir (2).

2. Erster Beweis fiir die Randfélle: Im Fall 7 = 0 ist P = y ® dg, d.h. fiir
P-fast jedes © = (z1,29) € X ist x = 0, also Hy, 4., = Hy = &, fur i € {1,2}
also ¥;(x) = (50({0}) < %) = (1 < %) = 0; also gilt hier P(¢; = 1) = 0 fur
i € {1,2}, und mit (9) folgt wieder (2). Im Fall 7 = 1 ist fiir P-fast jedes x analog
H,, 12, = Hy = 0, und damit wieder ¢;(z) = 0 fiir ¢ € {1,2}.

3. Alternativer Beweis fiir die Randfalle: Mit Satz 10.20 ist

LS(Q) = Z(@/J(ZE) = 1)bn1,7r(x1)bn2,7r(x2)

reX

s
<
I
=
IA

Py =1) + P(2 = 1)

polynomiell in 7 € [0,1], also stetig, und folglich liefert 1. schon die allgemeine
Giiltigkeit von (2). O

13.19 Beispiel (13.15« ). In Aufgabe 8.16 ist ny = 51,21 = 33, ny = 31,29 = 11,
also

H11+$2,n1,n2({m17 ce, X xQ}) = H44,51,31({33, ce ,44})

= 1—Husnn({0,...,32})

= 1-phyper(32,51,31,44)

= 0.009333369
0.05
5
also ¥ (x) = 1 bei Verwendung des iiblichen Fehlerniveaus a = 0.05, fiir welches
somit die Hypothese “p; = py” verworfen wird, also “unterschiedliche Rauchge-
wohnheiten” behauptet wird. O

<

Statt oben “1-phyper(32,51,31,44)” kann man, mit etwas Konzentration,
auch geringfiigig weniger in R eintippen:

13.20 Bemerkung. Fiir (n,r,b) € Nj mit n < r+b und fiir z € R gilt, tatsachlich
beziehungsweise numerisch in R siche 5.16 und 3.12,

(1> Hnﬂ“,b([x7 OOD = Hn,bﬂ’(] — oo, N = ZL‘D,

(2) H,,»(] —00,2]) = phyper(x,r,b,n).

Damit erhélt man in der Notation der Satze 13.18 und, unten, 13.21
(3) Hy 12,({0,...,21}) = phyper(x;,n;,ns,x;+xs),
(4) Hypiw,({71,. .., 21+ 22}) = phyper(xs,ns,ny,x;+xs)

zur numerischen Berechnung von ¢ (z) und ¥(x). O
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Nun wird man die oben in Beispiel 13.19 gemafl der Interpretation bei Defini-
tion 13.16 erhaltene Aussage wohl etwas zu grob finden: Erstens miisste es wegen
g—i’ > % doch eigentlich moglich sein, immer noch im Rahmen einer Fehlerwahr-
scheinlichkeit < 1 — «, sogar “p; > po” zu behaupten. Und zweitens: Verschiedenes
ist nun mal verschieden, und folglich sind unterschiedliche Rauchgewohnheiten bei
unterschiedlichen Zwillingspaartypen doch sowieso zu erwarten, und die auflerma-
thematische Interpretation des mathematisch durchaus nichttrivialen Ergebnisses
des Beispiels 13.19 erscheint trivial.

Tatsachlich gilt folgende Verfeinerung von Satz 13.18, welche insbesondere im

obigen Beispiel “p; > py” liefert:

13.21 Satz (Fishers exakter Test mit Richtungsentscheidung). In der Situation von
Satz 13.18, mit 1y, 1y definiert in 13.18(4,5), sowie mit

‘pr<pa”i=A{p 0,1 : p1 < pa} Pi(z) =1
Alr) = ‘pp<p”={p € [0,1]* :po <p1}p falls { hy(x) =1 )
“Keine Aussage” == [0, 1]? Py(x) = ho(z) =0
ist A: X — 200 wohldefiniert mit
(1) (Buim @Bup)(A2p) > 1—a firpe 0,1

Beweis. Es handelt sich um einen Spezialfall allgemeinerer Aussagen (tiber bedingte
zweiseitige Tests in exponentiellen Familien wie in Lehmann/Romano (2005, Ab-
schnitte 4.4 und 4.5) und Witting (1985, Abschnitte 3.3.2 und 3.3.3)), welcher iib-
licherweise in Vorlesungen zur Mathematischen Statistik (in Trier das néchste mal
im Wintersemester 2023/24) bewiesen wird. Wir bringen hier nur den ersten Be-
weisschritt der Wohldefiniertheit:

1. Mit der Abkiirzung aus 13.18(3) gilt fir x € X nach der aus der Tabelle
in 3.12 und aus Aufgabe 4.8(b) bekannten Formel fiir die Trager hypergeometrischer
Verteilungen

SuppHyy 4w, = {(@1+22 —n2)4,.. (11 +22) Aa} D 1y,

also Hyy 40, ({0, ..., 21 }) 4+ Ho gy ({201, - 20+ 20}) = 14 Hy 40, ({21}) > 12> §45,
also nicht ¢ (x) = 9(x) = 1. Folglich ist A wohldefiniert. O

Eine typische Anwendung von Satz 13.21 wére ein Vergleich zweier Behandlungs-
methoden mit nur zwei moglichen Ergebnissen:

13.22 Beispiel (Wirkt Clofibrat nach einem Herzinfarkt lebensverléngernd?). Die-
ses Beispiel folgt Freedman/Pisani/Purves (2007) und der Originalquelle, Coronary
Drug Project Research Group (1980); letztere enthélt Verweise auf frithere Publika-
tionen (1973, 1974, 1975).

Stichprobe: Alle 8341 geeigneten Patienten (Méanner, 30-64 Jahre alt, mit Herz-
infarkt in den letzten drei Monaten) in mehreren teilnehmenden Kliniken vom Mérz
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1966 bis Oktober 1969. Je ungefihr 1100 von diesen bekamen eines von fiinf neuen

Medikamenten zufallig und doppelblind zugewiesen, die restlichen ein Placebo. Ge-

fragt ist nach der Auswirkung auf die 5-Jahres-Uberlebensrate. Wir betrachten hier

nur das eine Medikament Clofibrat und das Placebo, mit insgesamt 3892 Patienten.
Ergebnis:

H Placebo ‘ Clofibrat

2789 1103
20.9% 20.0%

(1) # Patienten

Davon tot nach 5 Jahren

Also wohl fast keine Verbesserung, wenn tiberhaupt, durch Clofibrat?

Aber nicht alle Patienten nahmen die ihnen zugewiesenen Medikamente so, wie
sie es sollten. Durch Beobachtungen und Befragungen wurde auch die Adhéirenz’
von Patienten eingeschétzt und moglichst als “> 80%” oder “< 80%” klassifiziert, je
nach dem ob im Beobachtungszeitraum 80% der vorgesehenen Pillen eingenommen
wurden oder nicht. Fiir die Clofibrat-Gruppe ergab sich mit

H Clofibrat mit Adhérenz > 80%

708
15.0%

(2) # Patienten

Davon tot nach 5 Jahren

eine doch deutlich geringere Sterblichkeitsrate unter denen, die ihre Medikamente im
wesentlichen wie vorgeschrieben einnahmen. Also hilft Clofibrat doch etwas? Aber
wem eigentlich?

Grundgesamtheit: Gedachte Menge aller mittelalten méannlichen Amerikaner mit
Herzinfarkt irgendwann zwischen Méarz 1966 und zum Beispiel Dezember 1985, denn
eigentlich interessieren, bei Publikation der Hauptergebnisse der Studie im Jahre
1975 (Zulassung des letzen Studienteilnehmers Oktober 1969, fiinf Jahre Wartezeit
um Erleben bzw. Nichterleben beobachten zu kénnen, ein Jahr bis zur Publikation),
“alle” kiinftigen solchen Patienten, aber einerseits beginnt nun mal die Stichpro-
benentnahme im Marz 1966, und andererseits wird man weder bis in alle Ewigkeit
von einer homogenen Grundgesamtheit ausgehen, noch die Entwicklung besserer
Medikamente etwa in den 10 Jahren nach 1975 vernachlassigen wollen. Denkt man
sich die insgesamt N Patienten der gedachten Menge etwa nach den Zeitpunkten
ihrer Herzinfarkte durchnumeriert, so stellt man sich den v-ten Patienten fiir die
gegenwartigen Zwecke durch zwei Zahlen

Clofibrat

{i"’l} — Uberlebenszeit nach Herzinfarkt mit { Placebo }
v,2

charakterisiert vor, und setzt

- .. . | Placebo | |m
5-Jahres-Sterbewahrscheinlichkeit mit { Clofibra t} — {p2}

9 Ausmafl der Befolgung einer medizinisch verordneten Behandlung.



154 Wahrscheinlichkeitsrechnung 1& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27
mit
1 N
p; = NZ t,; <5) firie {1,2}.

Man stellt sich weiter vor, dass sich die p; durch “nichthellseherische” Zuordnung
jedes einzelnen Patienten zur Placebo- beziehungsweise Clofibratbehandlung prak-
tisch nicht dndern.'® Dann bedeutet p, < p; einen Nutzen von Clofibrat, bezogen
auf die 5-Jahres-Uberlebenswahrscheinlichkeit in der betrachteten Grundgesamtheit.
Damit

Verteilungsannahme an die Stichprobe: Daten z == (z1, z5) € {0,1}™ x {0,1}"™
mit

x;; =1 < j-ter Patient in Stichprobenbehandlungsgruppe 7 stirbt,

mit n; = 2789 (Placebo-Patienten) und ny := 708 (Clofibrat-Adhérente), wobei'’

L1+

= le,j = 2789-20.9% = 583,
Toy = ZxQ’j = 708150% = 106.

Modell fiir z; eigentlich iiber Ziehen ohne Zuriicklegen aus der Population der
Placebobehandelten, und entsprechend, stochastisch unabhéangig von diesen, x5 aus
den Clofibratadhirenten. Vernachlissigung des Zurticklegens (N grof8'?) fiihrt fiir
(14, x24) in der Rolle von x = (z1, ) auf das Modell in 13.18(1).

Modellbasierte Inferenz: Satz 13.21 mit a := 0.05, angewandt auf (nq, ng, x14, ra )
= (2789,708, 583, 106) aus Beispiel 13.22 statt (ny, ns, 1, x2) wie in 13.21, liefert mit
Bemerkung 13.20

Yo(T14,T2y) = (phyper(106,708,2789,583+106)§0.025)
(o 000176 ... < 0.025)
-1

und damit die Aussage “ps < p1”, also eine lebensverlangernde Wirkung von Clofi-

brat.

Natiirlich sind solche Erfolge statistischer Auswertungen nur mit einigermafien
groflen Stichprobenumfiangen moglich, wie illustriert durch:

OPprizisierung moglich durch Idealisierung N — oo und den Kollektivbegriff aus Kapitel 2.

HGenauer hat man zwar 105 < 105.8... = 708 - 0.1495 < To4+ < 708 -0.1505 = 106.5... < 107,
also wirklich xo4 = 106, aber 581.5... = 2789-0.2085 < x4 < 2789-0.2095 = 584.2. .. und damit
nur z14+ € {582,583, 584}.

12Wir verzichten hier auf eine genauere Rechtfertigung mit Sitzen von Freedman (1977),
Ehm (1991), und anderen.
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13.23 Aufgabe (13.22+ ). In Beispiel 13.22 war
T, 583

- ~

1 mpy 106 1 N
ny 2789 57 ny 708 7’ ny, 708

Fur k € 35N betrachten wir die insofern dhnlichen fiktiven Daten

Placebo | Clofibrat-Adhéarente

# Patienten 4k k
4k k
# tot nach 5 Jahren = -

Welche Aussage liefert Satz 13.21 mit o« = 0.05 dann jeweils? (Numerisch zu lésen

mit R.)

(Am besten erst nach Bearbeitung der obigen Aufgabe umbléttern.)
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13.24 Beispiel (13.23 «+ ). Die Daten 13.22(1,2) sind jedoch nur ein Teil der Wahr-
heit.
Vollstéandigeres Ergebnis:

Clofibrat, Adhérenz || Placebo, Adharenz
>80% | <80% | 7 | >80% | <80% | ?

(1) # Patienten 708 357 38 1813 882 94
Davon tot nach 5 Jahren || 15.0% | 24.6% 15.1% | 28.2%
# Patienten 1103 2789
Davon tot nach 5 Jahren 20.0% 20.9%

38 + 94 Patienten wurden nicht beziiglich Adhéarenz klassifiziert.

Ist also auch das Placebo fiir die Adhérenten lebensverlangernd? Jedenfalls wirkt
Clofibrat gegeniiber dem Placebo nicht lebensverlangernd unter den Adhérenten,
und kaum unter den Nichtadhdrenten. Vielmehr leben die Adhérenten allgemein,
unabhédngig von der Behandlung, langer als die Nichtadhérenten. Also ist obiger
Vergleich zwischen z1, und x5, unsinnig, da sich x5, aus eine Stichprobe aus allen
Patienten ergibt, x;, dagegen aus einer aus der Schicht der Adharenten. O

Allgemein ist eine in sich noch so konsistente statistische Inferenz, notwendig
ausgehend von einer Verteilungsannahme, oft schéadlich, wenn besagte Annahme
unangemessen ist. Speziell beim Vergleich medizinischer Behandlungen zahlt nicht
die Behandlung, sondern die Absicht dazu (auch auf deutsch oft intention to treat
genannt).
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A Boole-Algebren

A.1 Definition. Es sei A eine Menge mit zwei assoziativen und kommutativen
bindren Verkniipfungen A und V, zugehorigen neutralen Elementen I bzw. O mit
O # I, und einer unaren Verkniipfung ' mit

(1) ANA"=0 und AVA =1 firdeA
Weiter sei A distributiv iiber V und umgekehrt, d.h. fir A, B,C € A gelte
(2) ANBVC)=(AANB)V(AANC) und AV (BAC) = (AVB)AN(AV(O).

Dann heiBt (A, A,V,’,0,I) Boole-Algebra, mit der Trigermenge' A, der”
Schnittbildung A, der Vereinigungsbildung V, der Komplementierung ’, der
Null® O, und der Eins I. Sie heiit nichtdegeneriert falls #.A > 2 gilt. O

Wir lesen AN B, AV B, A" kurz etwa als “A geschnitten B, A vereinigt B,
A Komplement”, wie in den Beispielen A.3(a) und A.4(a); siehe dazu auch die
Satze A.16 und A.17. Alternativ lesen auch “A und B, A oder B, nicht A”, motiviert
durch Satz 1.11(a).

Mit etwas anderen Worten lautet die Definition A.1: Eine Boole-Algebra ist
ein Sextupel (A, A,V,’ O, I) mit O # I und derart, dass (A, A, I) und (A, V,0O)
kommutative Monoide sind, die Selbstabbildung ' : A= die Bedingung (1) erfillt,
und A und V zueinander distributiv sind.

Wird eine “mathematische Struktur” zur Modellierung einer Anwendungssitua-
tion eingefithrt, wie in unserem Fall die Struktur “Boole-Algebra” zur Modellie-
rung der von uns im téglichen Leben praktizierten Aussagenlogik, wie in Kapitel 1
ausgefiihrt, so sollte die betreffende Struktur idealerweise durch moglichst wenige
Eigenschaften charakterisiert werden, da dann nur diese fiir die Anwendungssitua-
tion zu rechtfertigen sind. In dieser Hinsicht ist Definition A.1 sicher nicht ideal,
da zwei der dort gestellten Forderungen weggelassen werden konnen, was hier der
Vollstédndigkeit halber bemerkt sei:

A.2 Satz. In Definition A.1 kénnen die beiden Assoziativititsbedingungen ersatzlos
gestrichen werden.

Beweis. Siehe Huntington (1904, Behauptungen XIITa und XIIIb auf p. 294, Beweise
auf pp. 295-296). m

!Eine allgemein iibliche Bezeichnung fiir die Menge, auf deren kartesischen Potenzen die Ver-
kniipfungen einer “algebraischen Struktur” definiert sind. Die stattdessen auch oft benutzte Be-
zeichnung “Grundmenge” versuchen wir hier zu vermeiden, da sie in den hiufig vorkommenden
Beispielen A.3(b) und A.4(a) zu Verwirrungen fiihren kénnte: Die Grundmenge ist dort €, die
Triigermenge dagegen A = 2% beziehungsweise allgemeiner A C 2.

2Die folgenden fiinf Namen konnen bei Bedarf durch den Vorsatz “Boole-" prizisiert werden.

3Man kann O auch als “rémisch Null” und I als “rémisch Eins” lesen.
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Die oben gewihlte Version der Definition A.1 ist daher als ein Kompromiss an-
zusehen, indem hier einerseits die weiteren Rechenregeln aus Satz A.8 bewiesen
werden, und andererseits aus Zeitgrinden auf einen Beweis von Satz A.2 verzichtet
wird. Fiir unsere konkrete Anwendungssituation in Kapitel 1 kommen wir dem oben
angedeuteten Ideal jedoch mit dem Beweis des Satzes A.11 wohl sehr nahe, ohne im
folgenden den Satz A.2 jemals zu verwenden.

A.3 Beispiele. (a) Fir O # I und ONO = OANI =1N0 =0,INI =1,
OvVO=0,0VI=IvVO=IVvI=10=1,1I=0ist ({0,1}A,V,"0,I)
eine degenerierte Boole-Algebra.

(b) Es sei Q eine nichtleere Menge und A := 2. Mit den iiblichen bindren Mengen-
operationen N und U sowie mit der Komplementbildung ¢ ist dann (A, N, U, ¢, 0, Q)
eine Boole-Algebra, die Potenzmengenalgebra von (2. O]

Potenzmengenalgebren sind Spezialfalle von Mengenalgebren:

A.4 Aufgabe. (a) Es sei Q eine nichtleere Menge und es sei A C 29 nichtleer, U-
stabil , und komplementstabil, d.h. fir A, B € A gelte AUB € A und A° € A.
Dann ist (A,N,U, <, 0,9) eine Boole-Algebra, eine sogenannte Mengen-Algebra
auf der Grundmenge ().

(b) Wie viele Mengenalgebren auf der Grundmenge {1, 2,3} gibt es? O

Zum Beispiel ist die Menge aller endlichen Vereinigungen von Intervallen (die
auch einelementig oder gar leer sein diirfen) in R eine Mengenalgebra.

A.5 Bemerkung. Gilt in der Situation von Aufgabe A.4(a) auch U,y An € A
fiir jede Folge (A,) in A, so heifit A Mengen-o-Algebra’. Zum Beispiel ist die
Potenzmengenalgebra aus A.3(b) stets eine Mengen-o-Algebra, die Algebra A der
endlichen Vereinigungen von Intervallen in R aber nicht, da ja zum Beispiel Q =
Ugeqlq} eine abzihlbare Vereinigung von Einpunktintervallen ist, aber nicht als
endliche Vereinigung von Intervallen geschrieben werden kann. Mit letzterem A
wird in der MIT insbesondere die kleinste o-Algebra B mit A C B betrachtet, die
sogenannte Borel-o-Algebra von R. O]

A.6 Bemerkung (Dualitét). Mit (A, A, V, ', O, I) ist offenbar auch (A, V, A, ', I,0)
ein Boole-Algebra. O]

A.7 Aufgabe. Fiir n € Nsei T}, := {z € N: 2 € N} die Menge aller Teiler von n,
und damit x Ay = ggT(z,y) = max T,NT,, zVy = kgV(z,y) = min (zN)N(yN),
und o' == 2 fiir x,y € T),. Fiir welche n ist (T,,, A, V, ', 1,n) eine Boole-Algebra? [

4Grundbegriff der urspriinglich rein analytisch-geometrisch motivierten, um 1900 von Emile
Borel (1871-1956) und Henri Léon Lebesgue (1875-1941) initiierten Ma$- und Integrationstheorie
(MIT), dort kiirzer “o-Algebra” genannt. Siehe etwa Elstrodt (2018, Kapitel 1). Die MIT wurde
dann recht schnell als eine geeignete Grundlage der WT erkannt, siehe Shafer/Vovk (2006).
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A.8 Satz. Es sei (A, A,V,',0,1) eine Boole-Algebra. Dann sind N\ und V idem-
potent mit den absorbierenden Elementen O bzw. I, d.h. es gilt

(1) ANA=A ANO=0, AVA=A AVvI=1 firAecA
Weiter gilt

(2) o =1, I = 0O,

und, fir A,B € A,

3) B=A" & AANB=0Ound AVB=1 (Charakterisierung

der Komplementaritit),
4 A"=A (Involutivitdt der Komplementierung),
(5) (AAB)Y =A'VDB und (Av B) =A ANB (De Morgansche Regeln),

sowie noch die Johnson-Identitdt 1.7(1), also
(6) (AANAB)AN(ANB') = A.
Weiter ist ' fixpunktfrei, d.h. es gilt
(7) A £ A fir Ae A
Beweis. Fur A € A gilt
A=AN] = ANAVA) = (ANA)V(ANA) = (ANA)VO = ANA

und damit auch ANO = AAN(ANA)=(ANA)NA = ANA = O, zusammen
also die erste Halfte von (1). Daraus folgt die zweite Hélfte wegen A.6.

(2) ergibt sich aus A.1(1) mit A := I in der ersten Identitat und A := O in der
zweiten, unter Ausnutzung der jeweiligen Neutralitit.

In (3) gilt “=" nach A.1(1). Fir die Riickrichtung bemerken wir, dass fiir
A C,C e Amit ANC; =0 und AV C; =1 fiir j € {1,2} sich

Ci = YN = CIAN(AVCy) = (CiNA)V(CLACy) = OV (CNACy)
= Cl/\CQ

und mit Rollentausch und Kommutativitiat auch Cy = C7 A Cy ergibt, also C = Cs,
und dies angewandt auf C; := A’, sieche A.1(1), und Cy := B, siehe R.S.(3), liefert
das gewiinschte.

Mit (3) angewandt auf (A’, A) statt (A, B) im ersten Schritt und mit der Kom-
mutativitdt von A und V im zweiten ergibt sich fir A € A die Implikationskette

A=(4A) & ANA=0Ound AVA=T
& AANA=0wmd AvA =1 < Al(D),



160 Wahrscheinlichkeitsrechnung 1& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27

also (4). (Warum im letzten Schritt obiger Implikationskette nicht auch < statt <?
Weil links A fixiert, rechts dagegen jedquantisiert ist.)

Zum Nachweis von (5) fur A, B € A betrachten wir C' := A’ v B’. Mit jeweils
der Distributivitdt im ersten Schritt und einer Absorbtionseigenschaft aus (1) im
dritten erhalten wir

(ANB)ANC=(AANBANA)YV(ANBAB)=(BANO)V(ANO)=0VO =0,
(ANB)VC =(AVAVBYNBVAVB)=(IVB)YNIVA)=INI=1,

und damit nach (3) angewandt auf A A B und C statt A und B also die erste
Gleichung in (5). Daraus folgt die zweite wegen A.G.
Mit De Morgan im ersten Schritt erhalten wir schliellich fir A, B € A

(ANB)N(AABY = (AvB)YANA'VB") = (AVvB)A(A'V B)
AV(BAB) = AvO = A,

also gilt auch die Johnson-Identitat (6).
Zu (7): Aus A = A" wiirde sich mit (3) angewandt auf B .= A sowohl ANA = O

als auch AV A = I ergeben, mit der Idempotenz der beiden bindren Verkniipfungen
also O = A = I, im Widerspruch zu Definition A.1. n

A.9 Notationskonventionen. (a) Ist von einer Boole-Algebra A (oder B,C,...)
ohne Benennung der Verkniipfungen die Rede, so sollen diese in der Regel wie
oben mit A, V, ’, O, I bezeichnet werden. (Ausnahmen: Mengenalgebren, dort N, U, ©,
(0, Grundmenge.)

(b) Beim Rechnen in einer Boole-Algebra lassen wir das Schnittzeichen A oft weg
und verwenden neben der Klammervermeidungskonvention “unar geht vor binér”
und damit “’ vor A und vor V” dann auch “A vor V”, also zum Beispiel

AB == ANB, AB'C = AN(B)YAC, AVBC = AV (BAC).

Analog unten in der (zunéchst) allgemeineren Situation aus Satz A.11.

(c) Wie in jedem kommutativen Monoid ist fiir (A, V, O) und jede endliche Familie®
Ae = (4))jes in A deren (Boole-)Vereinigung \/ A, = V,c; A; per Induktion iiber
#.J erklirt: Viep Aj = 0, Vijes Aj = (Vjenu Aj) V Ay fiir #J € Nund k € J.
Siehe B.1 oder gleich Lang (2002, Chapter I, §1) fiir eine prazisere Ausfiihrung der
allgemeinen Definition. Diese angewandt auf das Monoid (A, A, ) ergibt fiir den
(Boole-)Schnitt A Ay = Ajc; Aj analog Ajcg Aj = I und \je; Aj = (/\jeJ\{k} Aj) A
A fir #J e Nund k € J. O

5Eine Familie, d.h. eine Funktion, also eine Menge von geordneten Paaren, ist genau dann
endlich, wenn ihre Indexmenge es ist.
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A.10 Aufgabe. Es sei A eine Boole-Algebra. Dann gilt fiir A, B € A

(1) A=B & AB=0Oud A'VB=I,
(2) A(AvB) = A = AV AB (Absorbtionsgesetz).

(Hinweis: Zum Nachweis einer vielleicht weniger offensichtlichen Identitit in (2)
mag die Aquivalenz (1) niitzlich sein.) O

In der von uns in Kapitel 1 mit Definition 1.6 angestrebten booleschen Analyse
des Aussagenkalkiils wird der folgende Satz A.11 schlieBlich in Satz 1.11(a) auf
(A, A,) aus Satz 1.7 angewandst.

A.11 Satz (Johnson 1892, Huntington 1933)%7 Es sei A eine mindestens zweiele-
mentige Menge mit einer assoziativen und kommutativen bindren Verknipfung A
und einer involutiven undaren Verknipfung'. Es gelte die Johnson-Identitit A.8(6).
Dann gibt es genau ein Tripel (V,0, 1) derart, dass (A,N\,V,", O, 1) eine Boole-
Algebra ist, namlich (V,0, 1) definiert durch

(1) AVB = (AAB) firABeA,
(2) O=ANA" und I:=0" mit einem beliebigen A € A.

Beweis. 1. Eindeutigkeit: Ist (v, O, ) derart, dass (A, A,V,’, O, 1) eine Boole-Al-
gebra ist, so gelten die Gleichungen in (1) und (2) ohne Definitionsdoppelpunkte,
wegen A.1(1) und A.8(2,4,5).

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass O und I durch (2) wohldefiniert sind,
und dass damit und mit (1) tatsichlich (A, A,V,’, O, I) eine Boole-Algebra ist.

2. Wohldefiniertheit von O und I: Mit der Konvention A.9(b) wird die Johnson-
Identitdt A.8(6) zu

(3) (ABY(AB') = A fir A,B € A.

Fir A, B € A gilt, wegen A” = A und der Kommutativitdt im ersten Schritt,
der Johnson-Identitat (3) angewandt auf (A, B) und auf (A’,B) im zweiten,

6Bei Johnson (1892, p. 10) steht noch die Zusatzforderung der Idempotenz, AANA = A fiir A € A.
Huntington (1933, pp. 557-558) beweist deren Uberfliissigkeit sowie die Ersetzbarkeit der beiden
Gleichungen A” = A und (3) durch die offenbar daraus folgende eine Gleichung (A’'B)'(A'B’)" = A;
diese ist jedoch wohl kaum leichter zu motivieren als die beiden einzelnen, daher die hiesige For-
mulierung von Satz A.11 statt Huntingtons formal schérferer. Meredith/Prior (1968, pp. 213, 226)
erwiahnen besagte Resultate, Huntington zitiert Johnson nicht.

"Anders als in Definition A.1 kann hier die Assoziativititsbedingung an A nicht wie in A.2
ersatzlos gestrichen werden, da nach Diamond und McKinsey (1947) jede Charakterisierung nur
durch Gleichungen des Begriffs “wie Boole-Algebra, aber eventuell doch einelementig oder leer”,
hier “A(BC) = (AB)C, AB = BA, A” = A, A.8(6)”, eine Gleichung mit mindestens drei Variablen
enthalten muss; im vorliegenden Fall kann danach die Assoziativitit nicht gestrichen werden.
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der Kommutativitdt und der Assoziativitdt in den Formen (ab)(cd) = (ac)(bd)
und af = fa im dritten, sowie (3) angewandt auf (B, A) und auf (B, A) im vierten,

AA = AA = ((AB)/(AB/y) ((A/B)/<A/B/)/)
= ((BAY(BAYY)((BAY(B'AY) = B'B" = BB.
Also ist O, und damit auch I, wohldefiniert, mit

(4) AA" = O fiir jedes A € A,
(5) 00" = 0.

3. Assoziativitdt und Kommutativitdt von V: Fiur A, B,C' € A liefert die vier-
malige Anwendung von (1), zusammen mit der Involutivitidt von ' und der Assozia-
tivitat von A,

(AVB)VC = (AABYVC = ((AAB)AC)
— (A//\(B,/\Cl)>, _ A\/(B//\C,)/ _ A\/(B\/C);

also ist auch V assoziativ. Die Kommutativitdt von V ist offensichtlicher.

4. Neutralitdat von I und O, A.1(1): Mit (3), angewandt auf A == B = O im
ersten Schritt, und mit (5) im zweiten, erhalten wir

(6) 0 = (00)(00)Y = (00YO.

Mit (5) im ersten und im vierten Schritt, sowie mit (6) im zweiten und Kommu-
tativitat und Assoziativitdt im dritten, folgt

(7) 0 = 00 = 0((00y0) = (00")(00) = 0(00).
Mit (7) im ersten Schritt, Assoziativitdt im zweiten, und (4) im dritten folgt
(8) 00 = 0(0(00)) = (00)(00) = O.
Einsetzen von (8) in (6) liefert

o = 00
und mit (4) folglich
(9) (AA) = (AA(AA) fir Ae A

Also erhalten wir fiir A € A mit (4) im zweiten Schritt, (3) angewandt auf (A’, A)
im dritten und sechsten, Assoziativitdt und Kommutativitat im vierten, und (9) im
fiinften,

Al = A'O = A//<A/A>/ _ ((A/A)/(A/A/)/) (A/A)/
_ ((A/A)/(A/A)/) (A/A/)/ _ (A/A)/(A/A/)/ — A = A
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Damit gilt fir A € A auch Av O = (AI) = A” = A, und zusammen ist also [
neutral fiir A, und O neutral fiir V.
Weiter gilt fur A € A mit (4) im dritten Schritt

AVA = (AA"Y = (AA) = O = I,

also gilt A.1(1).
5.0 # I Fir A € A gilt mit (3) angewandt auf B := A im ersten Schritt

A" = (AA)(AA) = (AA)O = (AA)'T = (AA),
und mit der Involutivitat von ’ folgt die Idempotenz
(10) AA = A firAe A
Damit ergibt sich O # I, denn sonst erhielten wir mit (10) im vierten Schritt
A = Al = A0 = AAA = AA = O firAe A,

im Widerspruch zur Voraussetzung #.4 > 2.

6. Distributivitat: Mit (3) im ersten und im dritten Schritt und mit (10) im
zweiten erhalten wir

(11) A" = (AB)(AB')Y = (AB)(AB)'(AB")Y = (AB)A" fir A,Be€ A,
mit (B, A) statt (A, B) also

(12) B = (B'A)'B fir A B € A.

Mit (3) im ersten Schritt und mit (12) im zweiten erhalten wir

(13) A'B = (AB)(AB'YB = (AB)B fir A,Be A.

Damit erhalten wir fiir A, B,C € A mit (3) im ersten und im vierten Schritt, (13)
und (11) im zweiten, und (11) im dritten

(14)  (ABCY) = (ABC)C) (ABCOYC) = (AB'CY (ACY
= (AB'C) (AC'B"Y (AC"Y = (AB') (AC"Y.

Durch Anwendung der Involution ' und Ersetzung von B,C durch B’,C’, sowie
schlieBllich mit Definition (1), ergibt sich

A(BVC) = ABVAC fir A,B,C € A,

also die erste Halfte von A.1(2), und die zweite folgt daraus durch Ersetzung von
A, B,C durch A’, B’,C" und Anwendung von '. O
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A.12 Aufgabe. Studieren Sie den in der Vorlesung nicht vorgetragenen Beweis-
schritt 6 zu Satz A.11, und fithren Sie ihn beginnend mit A.11(14) detaillierter
aus. [

Im Satz von Johnson-Huntington ist eine Boole-Algebra, also eine Menge mit
finf Verkniipfungen wenn man die Konstanten O und [ als “nulldre Verkniipfun-
gen” auffasst, schon durch ein Tripel (A, A, ) mit nur zwei Verkniipfungen, und
auch mit weniger postulierten Identitaten, gegeben. Man fragt sich nun natiirlich,
ob man diese nicht auch durch andere moglichst kleine Mengen von Verkniipfun-
gen bzw. Identitdten ersetzen kann. Die Aufgaben A.21 und A.22 betreffen zwei
iiberraschende Antworten.

Ahnlich wie man nach Aufgabe A.21 eine Boole-Algebra als einen Ring mit ge-
wissen Zusatzeigenschaften auffassen kann, so kann man eine Boole-Algebra auch als
eine (partiell) geordnete Menge mit gewissen Zusatzeigenschaften auffassen (“boole-
scher Verband”). Hierzu betrachten wir in der folgenden Aufgabe jedoch nur die
sich in jeder Boole-Algebra auf natiirliche Weise ergebende Ordnung:

A.13 Aufgabe. Essei (A, A,V, ', 0, 1) eine Boole-Algebra. Auf A sei die (binére)
Relation < definiert durch

A<B & ANB = A

(a) (A, <) ist eine (partiell) geordnete Menge, mit kleinstem Element O und grof-
tem Element /.

(b) Fiir A, B € A gilt die Aquivalenzkette
A<B & AVB=B & A>B.

(Hinweis: Absorbtionsgesetz A.10(2).)

(c) Die bindren Verkniipfungen A und V sind isoton, d.h. fiir Ay, Ay, By, By € A
mit Al SAQ und Bl SBQ gllt A]/\Bl SAQ/\BQ und Al\/Bl SAQ\/BQ

(d) Zu A, B € A existieren beziiglich < stets

inf{A, B} = groBte untere Schranke von {4, B},
sup{A, B} = Kkleinste obere Schranke von {A, B},

d.h. die geordnete Menge (A, <) ist ein Verband. ]

Wird bei einer gegebenen Boole-Algebra kommentarlos auf eine Ordnung Bezug
genommen, wie zum Beispiel in  A.15(g), oder “<” geschrieben, so ist damit die
Ordnung < aus obiger Aufgabe A.13 gemeint.

Wie etwa aus der Betrachtung von Gruppen oder Ringen bekannt, definiert
man bei jeder “Spezies algebraischer Strukturen” Homomorphismen zwischen zwei
“Individuen” als Funktionen ¢ von der ersten Tragermenge in die zweite derart, dass
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sich alle in der Speziesdefinition vorkommenden Verkniipfungen und Konstanten
“mittels ¢ iibertragen”.® Fiir Boole-Algebren ausformuliert, vorsichtshalber einmal
pingelig ohne den in A.9(a) genannten Notationsmissbrauch, ergibt das:

A.14 Definition. Es seien = (A,A,V,,0,I) und’ @ = (B,,u,* 2,U)
Boole-Algebren. Eine Funktion ¢ : A — B mit

1 P(ANB) = p(A)Me(B),
2 p(AV B) = p(A)Up(B),
(A),

N

Y

A~ o~ o~~~
\_/\_/3\_/\_/
©
N
\/\/\;\/\/
©

|
SN

bt

fir A, B € A heiit (Boole-Algebra-Homo)-morphismus von nach | B]; sie
heifit Isomorphismus falls es einen Morphismus v von @ nach mit Yoy =idy
und po = idg gibt, und Automorphismus falls dartiber hinaus = IE ist. [

Statt “¢ : A — B Morphismus von nach | B|” schreibt man auch “y : —
@ Morphismus”, und dies auch mit den Abkiirzungen A, B statt , IE

A.15 Aufgabe. (a) Definition A.14 bleibt dquivalent wenn von den dortigen Zei-
len (1-5) eine der ersten beiden und die beiden letzten gestrichen werden.

(b) Ein Boole-Algebren-Homomorphismus ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
er eine Bijektion der betreffenden Triagermengen ist.

(c) Es seien X und Y zwei nichtleere Mengen und es sei f : Y — X eine Funktion.
Dann ist die Urbildabbildung ¢ := f~![-] ein Morphismus von der Potenzmengenal-
gebra 2% in die Potenzmengenalgebra 2Y. Fiir welche f ist ¢ ein Isomorphismus?

(d) Es seien A und B Mengenalgebren auf den nichtleeren Mengen X bzw. ), und
es sei f:Y — X eine Funktion mit f~'[A] € B fir A € A. Dann ist offenbar in
Verallgemeinerung der Aussage in (c) auch hier ¢ := f~![-] ein Morphismus von A
nach B. Ist hier fiir bijektives f notwendig ¢ ein Isomorphismus?

(e) Essei (A,A,V,’,0,I) ein Boole-Algebra. Ist dann " ein Isomorphismus? Also
ein Automorphismus?

(f) Pingelig aufgeschrieben: Fiir jede Boole-Algebra = (A, AV, "0, 1) ist die
Identitéit id4 ein Automorphismus von [A].
Mit der Schreibweise hinter Definition A.14: Sind , @, Boole-Algebren

8Eine prizisere Formulierung, die zum Beispiel Gruppen, Ringe, Boole-Algebren erfasst, liefert
die Universelle Algebra, siehe dazu etwa Brandenburg (2017, Kapitel 4).
97 wie zero, U wie Universum oder engl. unit.
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und sind ¢ : — @ und o :@ — Morphismen, so ist auch ¥ o ¢ : —

ein Morphismus. !’

(g) Jeder Morphismus von Boole-Algebren ist isoton.

(h) Zwei Elemente A, B einer Boole-Algebra heiflen zueinander

(1) disjunkt'! & AAB=0,

(2) komplementir < AAB=0Ound AVB=1.

Jeder Morphismus von Boole-Algebren bildet disjunkte auf disjunkte Elemente ab,

und komplementére auf komplementare.
Gilt eine analoge Aussage fiir nicht disjunkte Elemente? m

Wir geben noch ohne Beweis zwei Darstellungsséitze fiir Boole-Algebren an, wel-
che in dieser Vorlesung zwar nirgends benutzt werden, aber doch zum Teil erklaren,
warum wir in konkreten Fallen meist Mengenalgebren betrachten.

A.16 Satz (Huntington 1904). Jede endliche Boole-Algebra ist isomorph zu einer
Potenzmengenalgebra.

Beweis. Siehe etwa Rényi (1979, Kapitel 1, §4) oder, in allgemeinerem Kontext,
Givant/Halmos (2009, Chapter 15). O

A.17 Satz (Stone 1936). Jede Boole-Algebra ist isomorph zu einer Mengenalgebra.

Beweis. Siehe etwa Rényi (1979, Kapitel 1, §5) oder Givant/Halmos (2009, p. 190).
O]

Eine Benutzung von Satz A.17 erlaubt es, sich beim Losen von Aufgaben wie
KV 3 auf p. 180 auf den Fall von Mengenalgebren zu beschranken.

A.18 Aufgabe. (a) Ist in der Situation aus Satz 1.11(a) die Boole-Algebra S*/—
schon eine Mengenalgebra?

(b) Geben Sie Isomorphismen der Mengenalgebren aus Aufgabe A.4(b) auf Potenz-
mengenalgebren an.

(c) Geben Sie einen Isomorphismus von T3 aus Aufgabe A.7 auf eine Mengenalge-
bra an. O

0Tn der Terminologie der Kategorientheorie, siehe etwa Brandenburg (2017) oder Herrlich und
Strecker (2007), ergeben beide Aussagen zusammen: Die Klasse der Boole-Algebren als Objekte
zusammen mit den Boole-Algebra-Homomorphismen als Morphismen, und mit den gewo6hnlichen
Hintereinanderausfithrungen von Funktionen als Verkniipfungen, bilden eine Kategorie.

" Genauer wiire Boole-disjunkt. Denn in der Situation von Satz 1.11(a) sind je zwei ver-
schiedene A, B € S*/— als Aquivalenzklassen zwar disjunkte Mengen, aber zum Beispiel sind die
Aquivalenzklassen zweier verschiedener Elementaraussagen stets verschieden nach Korollar 1.14,
nach 1.17(2) aber nicht Boole-disjunkt .
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A.19 Aufgabe. Es sei A :={A C N: A endlich oder A° endlich }.
(a) A ist eine Mengenalgebra.

(b) A ist nicht isomorph zu einer Potenzmengenalgebra.
Hinweis: Wieviele Elemente hat A7 O

A.20 Aufgabe. Es sei jeweils (A, A, V,’, O, ) eine Boole-Algebra.
(a) Eine Menge B C A heifit Unter-(Boole-)Algebra von A falls (B, A|gxs,
V|sxs, |5, 0, I) eine Boole-Algebra ist. Dies gilt offenbar'? genau dann, wenn wir

(1) ANB,AVB,A,0,1 € B  fir A, BeB

haben, und nach de Morgan kann offenbar ahnlich zu Aufgabe A.15(a) in der Be-
dingung (1) einer der ersten beiden und einer der letzten beiden der funf zu betrach-
tenden Ausdriicke gestrichen werden.

(b) Fiir jede Menge £ C A ist
(&) = (B : B2 &, B Unteralgebra von A}

eine Unteralgebra von A, die von £ erzeugte Unteralgebra.
Es sei nun € C A zweielementig. Wie viele Elemente hat dann «(€) héchstens?

(c) Es sei B eine weitere Boole-Algebra, und es sei ¢ : A — B ein Morphismus.
Dann ist dessen Bild p[A] = {p(A) : A € A} offenbar eine Unteralgebra von B. [

2Das Adjektiv “offenbar” in einer Aufgabe signalisiert, dass die betreffende Teilaussage im
Falle ihrer Richtigkeit in der Losung nicht diskutiert zu werden braucht. Hier braucht also fiir
Teil (a), falls der richtig ist, nichts getan zu werden.
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Weitere Aufgaben'?

A.21 Aufgabe. Bekanntlich ist ein Ring ein Sextupel'* R = (R, +,-, (—),0, 1) mit
0 # 1 derart'®'% dass (R, +,(—),0) eine Gruppe ist, (R,-,1) ein Monoid, und die
Multiplikation - distributiv iiber der Addition + ist:

r-(y+z2) = zy+az und (y+2)-z=yr+zzx firzyz € R.

Ein Ring heiit kommutativ bzw. idempotent falls seine Multiplikation dies ist.
Idempotente Ringe heiflen auch boolesch.

(a) Essei (R,+,-,(—),0,1) ein idempotenter Ring. Dann ist R kommutativ, und
die Negation (—) ist die Identitét idg, d.h. es gilt

(1) r+x = 0 firzeR.

(b) Essei (R,+,-,idg,0,1) ein boolescher Ring. Mit

xrVy = z+y+axy firxz,y € R,
¥ = 1l+x firzeRr
ist dann (R, -,V,’,0,1) eine Boole-Algebra.
(c) Essei (A,A,V,’,0,I) eine Boole-Algebra. Mit der (booleschen) symmetri-
schen Differenz

AANB =AB'VBA firA,Be A

als Addition ist dann (A, A, A,idg, O, I) ein boolescher Ring.

(d) Die mit (b) und (c) gegebenen Abbildungen von der Klasse BooleRing aller
booleschen Ringe in die Klasse BooleAlg aller Boole-Algebren bzw. umgekehrt sind
zueinander inverse Bijektionen. O

3Deren Definitionen und Resultate im weiteren Vorlesungsverlauf nicht vorkommen.

140blicher Notationsmissbrauch analog zu A.9(a): Offiziell gehéren bei Threm Dozenten alle in
den Axiomen auftauchenden Verkniipfungen oder Konstanten in das Tupel, also hier auch die
Negation (—), d.h. die Inversenbildung beziiglich + ; abkiirzend kénnen sie weggelassen werden.

Die oft noch zusatzlich geforderte Kommutativitiat der Addition ergibt sich aus den iibrigen
Annahmen, indem man auf (1+1)(z+y) auf zwei Weisen erst die eine und dann die andere Hélfte
der Distributivitat anwendet, und bei der sich ergebenden Identitat x links- und y rechtskiirzt.
Diese Tatsache ist mindestens seit Hilbert (1900, p. 183) bekannt, wie man aus Hilbert (1977,
p. 243) lernt.

16Es gibt (mindestens) zwei dazu und untereinander infiquivalente Definitionsvarianten, nimlich
erstens den Verzicht auf die Forderung 0 # 1 und damit genau die “Nullringe” mit R = {0} zusitz-
lich zulassend, und zweitens den Verzicht auf die 1, aber die Kommutativitdt von + fordernd, also
schon einen Rng (R, +, -, (—),0) (kein Tippfehler!), mit (R, ) Halbgruppe aber nicht notwendig
Monoid, als Ring bezeichnend.
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A.22 Aufgabe. Sheffer (1913) zeigte'”, dass sich Boole-Algebren schon mit nur
einer Verkniipfung beschreiben lassen:

(a) Essei (A,A,V,’,0,I) eine Boole-Algebra, und damit
AB = AAB  fir A,Be A

Dann lassen sich A,V,’ O, I aus der bindren Verkniipfung | rekonstruieren.

(b) In der Situation aus Teil (a) gelten fir A, B,C € A die Identitéten von Shef-
fer (1913)

(1) (AlA)|(Al4) = A,
(2) A|(BI(BIB)) = (AlA),
(3) (AI(BIO))[(AIBIC)) = ((BIB)A)[((ClO)|A),

von Veroff (2003)

(4) (AIB)|(A[(BIC)) = A,
(5) A|B = BJA,

und von McCune et al. (2002)

(6) (Al(BIA1A)I(BI(Cl4) = B.

(c) Sheffer (1913), Veroff (2003), und McCune et al. (2002) zeigten umgekehrt je-
weils: Ist A eine mindestens zweielementige Menge mit einer bindren Verkniipfung |
welche die entsprechenden obigen Identitéten erfiillt, so ist (A, A, V, ', O, I) mit den
von Thnen in Teil (a) angegebenen A, V,’, O, I eine Boole-Algebra.

Welches Hilfsmittel benutzten Veroff (2003) und McCune et al. (2002) um ihre
gegentiber Sheffer (1913) verbesserten Resultate zu finden und zu beweisen? Hétte
Huntington das nicht in seinen Arbeiten zu Boole-Algebren miterledigen kénnen?

(Hinweis: Dieser Teil ist eine Literaturrecherche- und Diagonalleseaufgabe. Die
Arbeit von Sheffer (1913) steht vorne auf Seite xiii; die absichtlich dort nicht angege-
benen Arbeiten von Veroff (2003) und McCune et al. (2002) findet man damit leicht
unter Verwendung von Google Scholar. Als Antwort reichen sehr wenige Zeilen.) [

Wer nun auf den Geschmack fiir Stze in der Art von A.2, A.8 A.11, A.22(c)
gekommen sein sollte, kann mit Padmanabhan/Rudeanu (2008) einige amiisante
Stunden verbringen.

17Und vor ihm Peirce (1880), laut Hilbert/Bernays (1968, p. 48).
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A.23 Aufgabe. (a) Es sei A eine Boole-Algebra und es sei F C A. Dann sind die
folgenden drei Bedingungen aquivalent:

(i) TFir A, B € A gilt die Aquivalenz
(1) ABeF & AANBeF.
(i) Fir A, B € A gelten die Implikationen

(2) A BeF = ANBecF,
(3) Ae FLA<B = BEeF.

(iii) Fir A, B € A gelten die Implikationen (2) und
(4) AeF = AVBEeF

(b) Es gelte eine, und damit jede, der Bedingungen aus (a). Dann gelten die Aqui-
valenzen

(5) F#0 & Te€F,
(6) F#A & 0O¢F

Gilt nun F # 0, so heit F Filter in A; gilt dariiber hinaus O ¢ F, so heifit F
eigentlich. O

A.24 Aufgabe. Es sei A eine Boole-Algebra. Ein beziiglich Mengeninklusion maxi-
maler eigentlicher Filter in A, d.h. ein eigentlicher Filter F in A mit der Eigenschaft

G eigentlicher Filterin A, FC G = F=4g,

heifit Ultrafilter in A.
Es sei nun F ein Filter in A. Dann sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:
(i) F ist ein Ultrafilter in A.
(ii) Fir jedes A € A gilt entweder A € F oder A’ € F.
(iii)  F ist eigentlich, und fiir jedes A € A gilt A € F oder A’ € F.
(iv)  Fir jede endliche und paarweise disjunkte Familie'® (A;);c; in A gilt mit
der Notation aus A.9(c) die Aquivalenz

\/ Aj e F & fir genauein j € J gilt A; € F.
jed
O

Wegen A.24(i)<(ii) sind die Realitdten gemafl Definition 1.20 genau die Ultra-
filter der Definition in A.24.

18Eine Familie Aq = (A;)jes in einer Boole-Algebra heifit nach Aufgabe A.15(h) paarweise
disjunkt, abgekiirzt p.d., wenn A; A Ay = O fiir (4,k) € Ji gilt.
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B Summen

In der Stochastik und anderswo brauchen wir immer wieder Summen mit unend-
lich vielen Summanden ohne ausgezeichnete Reihenfolge. Deren Theorie ab Definiti-
on B.9 ist das Ziel dieses Kapitels. Da wir auch oo und —oo als Summanden zulassen
wollen, beginnen wir mit Summen mit nur endlich vielen Summanden in abelschen
Monoiden, gefolgt von einer kurzen Einfiithrung in die erweiterten reellen Zahlen.

B.1 Definition. Es sei (M, +,0) ein abelsches Monoid. Fir n € Ny und Familien
(x;:ie€{l,...,n}) in M definiert man induktiv

n 0 (n=0)
o n—1
;x’ o i + (n>1)
i=1
Fiir endliche Familien (z; : ¢ € I) in M sei
(1) DT =) T
il i=1
mit n = #I und einer Bijektion ¢ : {1,...,n} — I. ]

Wird, etwa im Beispiel des Monoids (C, -, 1), die Gruppenverkniipfung multipli-
kativ geschrieben, so ist oben das Summenzeichen )" jeweils durch das Produktzei-
chen [] zu ersetzen.

Definition (1) benotigt einen Wohldefiniertheitsnachweis: Zu zeigen ist, dass die
rechte Seite in (1) nicht von der Wahl von ¢ abhéngt. Dies ist wegen der vorausge-
setzten Kommutativitdt von H anschaulich klar und ergibt sich formal relativ leicht
mittels Induktion iber die Méchtigkeit von I, siehe etwa Lang (2002, p. 5). Die
folgenden Rechenregeln sind ebenso anschaulich einleuchtend:

B.2 Satz. Es sei (M,+,0) ein abelsches Monoid. Es seien I,J, A1, (o € A)
endliche Mengen und es seien (z; : i € I), ... Familien in M. Dann gelten die
Gleichungen beziehungsweise Implikationen

1) >z =0, 2) Y. 0 =0, B) da= > a,

i€l iel el i€l,x;7#0
(4) ¢ J — I Bijektion = Y x;=Y Ty (Substitutionsregel,
iel jeJ
im Fall I = J Permutationsinvarianz),
(5) SNleity) = d i+ D v (Additivitit),
iel iel iel
(6) >oowyy o= > Y w; = Y>> wz;; (Doppelsummensatz),
(1,5)elxJ i€l jeJ jeJ iel
(7) I,J disjunkt = Y xp = > x4+ >z (Additivitat),
keIuJ i€l jeJ
8) I=JIn, Inpd. = D azi=> > (Umordnungssatz).

a€A iel a€A i€l
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Beweis-Skizze: (1): Direkt nach den Definitionen ist Y jep2: = Y91 Ty = 0, wobei
hier ¢ = ) die leere Funktion ist.

(2): Es gilt >,c;0 = Zi({) 0 = 0, wegen Definition B.1(1) und Induktion iiber
(1),

(4) ergibt sich aus der Wohldefiniertheit von B.1(1): Ist n = #({) und ¢ :
{1,...,n} — I eine Bijektion, so ist auch ¢t o1 : {1,...,n} — J eine Bijektion,
und zweimalige Anwendung von B.1(1) liefert Y-,y 2 = Y1) Ty = 2in) To(o-1 () =
2jer To)-

(7) zeigt man mit Induktion iiber #.J.

(3): (7) mit {i € [ : x; #0} und {¢ € I : x; = 0} statt [ und J, dann (2).

(8) folgt aus (7) mit Induktion iiber #A.

(6) ist ein Spezialfall von (8): Man schreibt I x J = U;e;{i} X J = Ujes I x {j}
und wendet (8) einmal mit A := I und einmal mit A := J an.

(5) folgt aus der zweiten Gleichheit in (6), mit J = {1,2} und z;; = z; fiir
j=1 a2y =y fir j =2. [

Als Ubungsaufgabe zu B.1 und B.2 kann man etwas Mengenrechnung iiben:
B.3 Aufgabe. Es sei X eine Menge. Mit der iiblichen Definition
AUB = {z:z€Aoder v € B} fiir A, B€2"

ist (2%, U, D) eine abelsches Monoid. Folglich sind Definition B.1 und Satz B.2 an-
wendbar. Statt - schreiben wir voriibergehend | |.

(a) Zeigen Sie: Fiir jede endliche Familie (4; : 4 € I) in 2% gilt |;c; A = User 4
mit der tblichen Definition U;e; A; = {z : 3i € I mit = € A;}. Wir schreiben daher
ab sofort J statt | ].

(b) Welche der Rechenregeln B.2(1-8) vereinfachen sich im vorliegenden Spezial-
fall?

(c) Was ist das Analogon zu obigem mit N statt U? O

B.4 Definition (Die erweiterten reellen Zahlen).

(a) Die Menge R. Man wihlt irgend zwei verschiedene und nicht zu R gehorige
Objekte, nennt sie —oo und oo, und setzt

(1) R = RU{—00,00}.
Die Elemente von R heiflen erweiterte reelle Zahlen.
(b) Anordnung auf R. Fiir a,b € R definiert man

a<b & a,beRund a <b, oder a =—o00, oder b =00,
a<b & a<bunda#b,

[a,b] = {reR:a<ax<b},
la,b] = {z€R:a<z<b},
Ja,b] = {z€eR:a<az<b},

Ja,b] = {reR:a<z<b}
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]

B.5 Satz. Jede Menge A C R hat eine Supremum (= kleinste obere Schranke) und
ein Infimum (= grofite untere Schranke) in R. Bezeichnung: sup A beziehungsweise
inf A.

Beweis. Ist A= () oder A= {—0o0}, soist supA = —o0. Ist ) # A\ {—o0} C R und
A\ {—o0} nach oben beschrankt in R, so ist sup A = supg A \ {—oc}, wobei rechts
mit supg ... das bekannte Supremum in R gemeint ist. Ist schliefilich oo € A oder
ist A\ {—oc} C R eine in R nach oben unbeschrankte Menge, so ist sup A = oo.
Fir Infima statt Suprema ist alles analog. O

B.6 Bemerkung. Es sei nun speziell A C R. Dann sind Aussagen wie “A ist nach
oben beschrinkt” oder “A hat ein Supremum” mehrdeutig: Beziehen wir uns dabei
auf A als Teilmenge von R oder als Teilmenge von R? Das miisste eigentlich immer
dazu geschrieben werden. Meist meint man mit “A ist nach oben beschrankt”, dass
A in R nach oben beschrankt sein soll, wahrend sup A und inf A auch gleich oo oder
—oo sein diirfen; mit dieser Konvention gilt dann

A nach oben beschrankt < sup A < oo,

A nach unten beschrankt < infA > —oo,

A beschrankt < A nach oben und nach unten beschriankt
=

sup A und inf A endlich, oder (Trivialfall) A =0.

]

B.7 Definition (Rechnen in R). Wir verwenden praktisch immer die folgenden
allgemein iiblichen Definitionen:

a+o00 = ocota = 0 (a €] —00,00])
a—00 = a+(—0) = —ocota = —0 (a € [—o0,00[)
—00 + 00 und oo — 00 bleiben undefiniert
4 oo co-a = 00 (a €10, 00])
N N -0  (a€[—00,0[)
_ N —o0  (a€]0,0))
a-(=00) = (=00)-a = { s (a€—o00)
2= % — 0 (a€R)
00 —00
% bleibt fiir a # 0 undefiniert

(1) 0-00=00-0:=(-00)-0:=0-(—00) == 0
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und manchmal auch die starke Nullkonvention

0 - (irgendwas, ob definiert oder nicht) := (irgendwas, ob definiert oder nicht) - 0
(2) = 0
und dann zum Beispiel § :=0-§ = 0. O

Mit den obigen Definitionen ist + keine Verkniipfung auf R, da zum Beispiel
—00+ 00 gar nicht definiert ist. Insbesondere ist (R, +) keine Halbgruppe, erst recht
also kein Monoid. Dagegen ist, wie man leicht nachweist, jede der Mengen [—o0, 00|,
| = 00, 0], [—00,0] und [0, o0] ein abelsches Monoid beziiglich (der jeweiligen Re-
striktion von) +, mit dem neutralem Element 0.

B.8 Satz (Summen in [0, co] mit endlich vielen Summanden). Es seien I,.J, A, I,
(v € A) endliche Mengen, es seien (z; : i € I), ... Familien in [0,00], und es sei
¢ € [0,00]. Dann gelten die Gleichungen beziehungsweise Implikationen

(1-8)  wie B.2(1-8),

9) deri = ) (Homogenitét oder Distributivitit),
i€l il
(10) (le) : (Zyj) = >y, (Distributivitit),
iel jeJ (4,5)eIxJ
(11) m <y firiel = Y <> y (Isotonie),
i€l i€l
(12) ICT = Yz <> x (Isotonie).
i€l jed

Beweis-Skizze: Die Rechenregeln (1-8) gelten nach Satz B.2 angewandt auf das
abelsche Monoid ([0, oo}, +, 0).

(9): Induktion tber #I.

(10): Zwei mal (9), mit ¢ = Y x; bezichungsweise ¢ = y;.

(11): Induktion tiber #1.

(12): Induktion tber #(J \ I). O

B.9 Definition (Summen in [0, co] mit beliebig vielen Summanden). Ist (z; : i € I)
eine Familie in [0, co], so heifit

in = sup{ Z x; » Ip C 1, Iy endlich}
il i€ly
ihre Summe. O

B.10 Satz. Es seien I, J A, I, (o« € A) Mengen, es seien (z; : i € I), ... Familien
in [0, 00|, und es sei ¢ € [0,00]. Dann gelten die Gleichungen beziehungsweise Im-
plikationen

(1-12)  wie B.8(1-12).
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Ezemplarischer Beweis der Additivitat (5): Es seien (x; : i € I) und (y; : @ € 1)
Familien in [0, oo].

Fir jede endliche Menge Iy C I gilt dann, wegen der Additivitat B.2(5) fir
Summen mit endlich vielen Summanden im ersten Schritt, und Definition B.9 im
zweiten

S@wi+y) = doxi+ Yy < D xi+ Y Ui
i€ly icly i€ly iel iel
und nach Definition B.9 folgt > ic;(w; + vi) < Xicr @i + Yicr Vi -
Sind zum Nachweis der umgekehrten Ungleichung s,t € [0, co] mit
(1) s<Y x; und t<> y
iel iel

vorgegeben, so gibt es nach Definition B.9 dann endliche Mengen I,I, C I mit
Yier, Ti > s und Yoy > t, es ist damit also Iy = I; U I C I eine endliche
Menge, und mit der Isotonie B.8(4) fir Summen mit endlich vielen Summanden im
zweiten Schritt folgt

Z(xﬂryi) = Z%JrZyz > sz—i—Zyz > s+t,

i€lp i€lp i€ly i€l i€ls

und nach Definition B.9 folgt daher > ;o (z; + v;) > s +t. Wegen der Beliebigkeit
von s,t mit (1) folgt die Behauptung. O

B.11 Definition. Ist (z; : i € I) eine Familie in R mit > ;c;(7;), < oo oder
icr(zi)- < 00, so heiBt sie halbsummierbar, und

dow = Y (w). = ()

el i€l iel

heifit ihre Summe. Gilt sogar Y ;c;(2;), < oo und Y ,c;(z;)_ < 00, so heifit die
Familie (x; : ¢ € I) summierbar. O

Dabei sei auch fiir erweiterte reelle Zahlen x = max(z,0) und z_ := max(—zx, 0),
also x = v, —x_ und |z| == max(z, —z) =z, +x_.

B.12 Bemerkung. Fir jede Familie x, = (z; : i € I) gelten die Implikationen

z, summierbar < > |z <oco & > x; € Rexistiert = 2; € Rfiiri € I,
i€l i€l
denn: Die erste Bedingung impliziert die zweite wegen (z;), + (z;)_ = |z;| und
B.10(5). Die zweite Bedingung impliziert die erste wegen (z;), < |z, (@;)_ <
|z;], und B.10(11). Die Aquivalenz der dritten Bedingung mit der ersten ergibt

sich direkt aus Definition B.9. Die vierte Bedingung folgt aus der zweiten wegen
|Tio| = Zicgio) 17i] < Xier || fiir 49 € I nach B.10(12). O
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B.13 Satz. Es seien I,J, A1, (o« € A) Mengen, es seien xe = (z; : 1 € I),
... Familien in R, und es sei ¢ € R. Dann gelten die Implikationen beziehungsweise
Gleichungen B.8(1-11) unter Summierbarkeitsannahmen. Genauer:

1 S =0, 2 Yo =0,

ieh iel
(3) Z\xi|<oo = le = Z X,
iel icl i€la;#0
(4) > |zl < oo, ¢:J — I Bijektion = > |vy;| <ocound Y x;=> Ty,
iel jed iel jeJ
(5) Szl <oo, D |yl <oo = D |zi4yil < oo und
iel iel iel
D (ity) =D i+ v,
iel i€l iel
(6) Z |zii| <00 & ZZ|93,-]~|<OO & ZZ|xij|<oo
(4,)eIxJ i€l jeJ jeJiel
=) wy =D ) wy =) Ty,
(ij)EIxJ i€l jeJ jeJ i€l
(7) Z|l’z|+2|l’1|<00, ],J dZSj = ZIZ+Z$]: Z Tk ,
il jeJ iel jeJ keluJ
(8) I=\J I, . paarweise disj., oY ol <o
a€A acAiel,
= Zﬂﬁz = Z Z Zi s
icl a€A i€l,
(9) Z|xz|<oo = Zcmi = chi,
icl il il
(10) 3 | < oo, dlyil <o = > |zl < oo und
icl jeJ (4,9)eIxJ
(-5 - 3w
iel jeJ (4,9)eIxJ
(11) Te,Ye halbsummierbar, z; <y, fir i€l = > x; <> y;.

i€l i€l
Dabei kann in (3-9) jeweils der Betrag |-| dberall durch den Negativteil (-)_ ersetzt
werden, oder auch tberall durch den Positivteil (-)4 .

Beweis. Zerlegung in Positiv- und Negativteile und Zurtickfithrung auf B.10. O]

Die Wichtigkeit der damit vorliegenden Theorie liegt darin, dass keine Reihen-
folge der Summanden ausgezeichnet werden muss. Weniger wichtig ist, dass die
jeweilige Indexmenge auch iiberabzahlbar sein darf. Der folgende Satz zeigt, dass
letzterer Gewinn an Allgemeinheit im Grunde nur ein scheinbarer ist:

B.14 Satz. Es sei (z; i € I) eine summierbare Familie in R. Dann ist Iy = {i €
I:x; # 0} abzdhlbar, und es gilt Y icr xi = Yier, Ti-
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Beweis. Nach Vorausetzung ist M = >,/ |z;| < oo. Firn € Nund [, = {i € I :
|z;] > 1} erhalten wir

1
M > > |z > — = —#I,
n

i€ln i€ln

S

und damit #7,, < nM < oo. Folglich ist Iy = U,,en [, abzahlbar, und die behauptete
Identitét ist ein Spezialfall von B.13(3). O

B.15 Satz (Spezialisierung auf unendliche Reihen). FEs sei x4 = (zx)ren eine Folge
in R. Dann gelten die Implikationen

(1) z,>0 firkeN = Zxk:ZxkE[O,oo],

keN k=1
(o] o0

(2) To summierbar < Z xy absolut konvergent < Z T = Z rr € R.
k=1 keN k=1

Beweis. (1): Mit der Prédmisse von (1) im zweiten und im dritten Schritt ergibt sich

Zxk = Jgrgozgvk = sup Z T = Sup{Zxk:IOQIendliCh}
k=1 k=1

neN e, n} kel
= D m;

keN

dabei gilt im dritten Schritt “<” da jede der Mengen {1, ...,n} links eine der rechts
auftretenden Mengen I ist, und “>" wegen Iy C {1,...,n} mit n := max I.

(2): Es bezeichnen A, B, C' die drei als dquivalent behaupteten Aussagen. Dann
ergibt sich A < B durch (1) angewandt auf die Folge (|zg|)ken, B = C durch (1)
angewandt auf die Folgen ((zx)4)ken und ((xx)_)ren, und C' = A unter alleiniger
Verwendung der Definiertheit und Endlichkeit von >,y 2r € R aus der Definition
der Summierbarkeit. O

So manches versteht man am besten durch Gegenbeispiele, daher hier die Auf-
gaben B.16 und B.17:

B.16 Aufgabe (Iterierte Summen). Es sei fiir (4, j) € N
1 fallsj—i=0,
Ty = -1 falls j —i =1,

0 sonst.

Berechnen Sie die beiden iterierten Summen 3 ;cn > ey Tij und 3 ey 2 ien Tij. Wie
steht es mit der Summe > ; ;yene 2457 O
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B.17 Aufgabe (Eine Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe). Be-
kanntlich ist

o ()it 111 1 1 1 1
— -t b b e 0,00
D S 5737175 67 8" 10, ocl

Betrachten Sie nun den Wert

PNERUUNS S S S NS SN SO SIS SO NN SR O
3 2 5 7 4 9 11 6 13 15 8 7

Welches Ergebnis erhalten Sie fiir ¢? Hinweis:

t—i<(1—1+1—1)+1'(1—1)>
e \\dk+1 4k+2  4k+3 4k+4) 2 \2k+1 2k+2/)°

]

Literaturhinweise. Siche Lang (2002) fiir die Wohldefiniertheit endlicher Summen
iiber ungeordneten Indexmengen, sowie die drei angegebenen Lehrbiicher zur Analy-
sis fiir Darstellungen der von Moore (1915, 1922) stammenden Theorie unendlicher
Summen. Deren Nichtbehandlung in den meisten anderen Analysis-Biichern scheint
purer Traditionismus zu sein.
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Klausurvorbereitungsaufgaben zur WR 1

Die Klausur zur WR I besteht aus 16+6 Multiple-Choice-Fragen. Bei jeder Frage
sind bis zu fiinf Antwortmoglichkeiten gegeben, von denen keine, eine, mehrere, oder
gar alle richtig sein konnen. Sie erhalten bei einer Frage genau dann einen Punkt,
wenn alle richtigen Antwortmoglichkeiten angekreuzt sind, und alle falschen Ant-
wortmoglichkeiten nicht angekreuzt sind. Andernfalls erhalten Sie auf die betreffende
Frage keinen Punkt. Einziges erlaubtes Hilfsmittel in der Klausur ist ein handge-
schriebener “Spickzettel”, nicht grofler als DIN A4, beide Seiten diirfen beschrieben
sein.

Die Fragen 1 bis 16 der Klausur sind vergleichbar zu den weiter unten angege-
benen Klausurvorbereitungsaufgaben KV 1 — KV 17, mit eventuellen Anderungen
im Vorlesungsverlauf. Die sechs Fragen 17 bis 22 der Klausur sind identisch zu den
folgenden Fragen mit nur je einer Antwortmoglichkeit:

17
U o0+1=1
18
U 1+1=2
19
U 2+1=3
20
0 3+1=4
21
U 4+1=5
22
U 5+1=6

Es sind also insgesamt 16 + 6 = 22 Punkte erreichbar. Es sei x + 6 die von Thnen
erreichte Punktzahl. Im Fall z+6 > 22/2 = 11, d.h. z > 5, haben Sie bestanden; ab
r+6—11>0.9-(22—11), d.h. > 14.9, d.h. z > 15, erhalten Sie die Bestnote 1.0.
Genauer wird im Einklang mit der Allgemeinen Bachelor-Priifungsordnung (daher
der Zirkus mit den Fragen 17 bis 22) folgendes Bewertungsschema verwendet:

Punktzahl: | <10| 11 [ 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
Punktzahl —6: | <4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10 |11 |12 |13 |14 | 15| 16
Note: | n.b. [4.0(4.0]3.7]33(3.0|27({23|20]1.7|13|1.0|1.0




180 Wahrscheinlichkeitsrechnung 1& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27

Losungen zu den folgenden Klausuervorbereitungsaufgaben stehen auf Seite 186
und werden bei Bedarf in den Ubungen besprochen. Einige der tatséchlichen Klau-
suraufgaben werden Variationen von Beispielaufgaben sein. Die Reihenfolge der
Aufgaben in der Klausur entspricht ungefahr der Reihenfolge des Stoffes in den
Vorlesungen und Ubungen.

KV 1 Im Aussagenkalkiil (S*, =) zur Grundmenge S und fiur s,t € S mit s # ¢
sind sinnvolle und richtige Aquivalenzaussagen

N&s = &Ns
O N&st = &st
O N&st = N&ts
O &N&stN&sNt = Ns

KV 2 Esseien R und S zwei Relationen auf der Menge X, d.h. Teilmengen von X2,
und es sei 7':= RN S und U := RU S. Dann gelten die Implikationen

O R transitiv = T transitiv
00 R, S transitiv = T transitiv
O R reflexiv = T reflexiv

O R reflexiv = U reflexiv

KV 3 In jeder Boole-Algebra (A, A,V, ', O, 1) gilt fiir A, B € A stets
O ANA =AVA

O (AVB) =ANB

O (AAB)ANC=AN(BAC)

O (AAB)VC=AN(BVC)
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KV 4 Es sei () eine mindestens zweielementige Menge. Fiir die Mengenalgebren
A= {0,Q} und B = 2% und die Urbildabbildung ¢ := idg'[] gilt dann

O ¢|4 ist ein Morphismus von A nach B
O |4 ist ein Isomorphismus von A nach B
OO0 ¢ ist ein Morphismus von B nach A

O ¢ ist ein Isomorphismus von B nach A

KV 5 Es sei g, ein Quasikollektiv in der Boole-Welt (C, R) mit der Verteilung P.
Dann gilt stets:

0 P ist ein Wahrscheinlichkeitsinhalt auf der Boole-Algebra R.

P ist ein Wahrscheinlichkeitsinhalt auf der Boole-Algebra C.

O

P ist ein Wahrscheinlichkeitsinhalt auf einer Boole-Algebra.

P ist endlich additiv.

o O

Ist S eine Menge von Auswahlregeln und ist ¢, kein S-Kollektiv, so ist P nicht
endlich additiv.

KV 6 Es sei x ein Zahlenvektor der Lange 100. In R gilt:
0 Der Befehl seq(1,10) liefert einen Vektor der Lange 10 mit jedem Eintrag 1.

0 Der Befehl x[(1:10)~2] liefert einen Vektor mit genau den Eintragen von x,
deren Indizes Quadratzahlen sind.

Der Befehl sum(x==0) liefert die Anzahl der Nullen in x.

Der Befehl sapply(1:2, function(y) mean(x[y+2%(0:49)])) liefert einen
Vektor der Lange 2 bei dem der erste Eintrag der Mittelwert aller Eintrage
von x mit ungeraden Indizes ist.
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KV 7 Fir beliebige Ereignisse A, B in einem (elementaren) Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, P) gelten die (Un-)gleichungen beziehungsweise Implikationen

O P(A\B) = P(A) — P(B)
P(AUB) = P(A) + P(B)
P(A) < P(A°)

(

(

0
O P(A)>2/3, P(B)>2/3 = P(ANB)>4/9
O P(A)>2/3, P(B)>2/3 = P(ANB)>1/3

KV 8 Essei Q:={1,...,n} mit n > 2. In welchen der folgenden Falle ist p eine
Wahrscheinlichkeitszahldichte auf €27

O p(k) =% firke

2
O p(k):=1 firkeQ

A n(n+1)

O p(k) = —gi5— firkeQ

4

KV 9 Mit den Notationen der Vorlesung fiir die Gleich-, Binomial-, und Poisson-
verteilungen gilt

O Up,..5(2N) = 3
D b37%(0) = %
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KV 10 Im Standardmodell des einmaligen gleichzeitigen Werfens eines roten und
eines grilnen Wiirfels ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Augenzahl des roten
Wiirfels echt grofler als die des griinen Wiirfels ist, gleich

g

U
U
U
U

5/6
1/3
5/12
1/4
1/2

KV 11 Esseien A, B,C, D Ereignisse in einem elementaren Wahrscheinlichkeits-
raum (£2, P). Dann gilt stets

O P(AUBUCUD) < P(A)+P(B)+P(C)+P(D)—P(AB)—P(BC)—P(CD).

O P(AUBUCUD) > P(A)+ P(B)+ P

0 P(AUBUCUD)

—~

C)+ P(D)

— P(AB) — P(AC) — P(AD) — P(BC) — P(BD) — P(CD)

~—

= P(A)+ P(B)+ P(C)+ P(D)
— P(AB) — P(AC) — P(AD) — P(BC) — P(BD) — P(CD)
+ P(ABC) + P(ABD) + P(ACD) + P(BCD)

~—

KV 12 Eine Arbeitsgruppe aus 6 Personen soll in zwei gleichberechtigte Gruppen
zu je 3 Personen geteilt werden. Wieviele Moglichkeiten gibt es dafiir?

U

o 0o o o

18
6
3
20

10



184 Wahrscheinlichkeitsrechnung 1& II, WS 23/24 — SS 24, L. Mattner, U Trier, 2024-09-27

KV 13 Die Anzahl derjenigen “vierstelligen” Zahlen zwischen 0000 und 9999, die
genau drei verschiedene Ziffern enthalten, ist

360
720
2880
4320

O 0O 0O O

4960

KV 14 Aus einer Urne mit w > 2 weiflen und s > 1 schwarzen Kugeln werden drei
Kugeln zuféllig entnommen. Dann ist unter der naheliegenden Gleichverteilungsan-
nahme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau zwei davon weif3 sind, stets

(%)

O -
(")
0 3
0 3(15)
("3°)
2
D w+s
0 w(g)
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KV 15 Es sei P = Uyq),a,1) auf Q == {0,1}*. Mit den durch
X(w) = w, Y(w) = wy fir w e Q
definierten Zufallsgrofien X und Y auf (2, P) gilt dann
O X ~ Upqy
O (X,Y)~ (X, X)
O PX-Y=0)=1
O (X,Y)~Ug

KV 16 Essei (€2, P) ein elementarer Wahrscheinlichkeitsraum und es seien A, B, C' C
Q mit P(B)P(B°)P(C) > 0. Dann gelten die Identitaten bzw. Implikationen

O P(A|B)+ P(A°|B) = P(B)
P(A|B) + P(A°|B) = 1
P(A|B) = P(A|B°) = P(A|B) = P(A)
BCC = P(A|B)<P(A|C)

BCC = P(A|B)> P(A|C)

O O O O

KV 17 Essei Q = Q) xQy mit Mengen ; und 5. Weiter seien P;, )1 € Prob(£2;)
und P2|1, Q2|1 < Mark(Ql, Qg) mit

PPy = Q1@ Q.
Dann gelten die Identitdten bzw. Implikationen
0 P=
O Py = Q2
O wp € Qy mit PL{wi}) >0 = Pop(-|wi) = Qap (- |wr)
O w € Q mit Pi({wi1}) =0 = Pop(-|wi) # Qon( - |wr)

(Wie gesagt gibt es in der Klausur nur 16 Aufgaben vom Typ KV 1 bis KV 17.)
Losungen zu den Klausurvorbereitungsaufgaben auf Seite 186:
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led, 2bd, 3bc, 4a, bed, 6bed, Te, 8b, 9bd, 10c, 11ab, 12e, 13d, 14c, 15abc, 16bc,
17ac

Dabei bedeutet zum Beispiel “lcd” dass bei KV1 genau die dritte und die vierte
Antwort richtig sind.
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Hinweise zu den miindlichen Priifungen der WR

1. Dort sollte jede Frage inhaltlich und sprachlich korrekt beantwortet werden, idea-
lerweise durch den Priifling. Gelegentliches Abweichen vom Hochdeutschen, etwa
“holen” statt “nehmen”, ist dabei kein Problem, eine Vermengung von Dativ und
Akkusativ, wie zum Beispiel in “Der Schnitt ist distributiv iiber die Vereinigung”
(leider schon oft gehort), oder auch die filschliche Verwendung eines bestimmten
Artikels!, gerade bei Lehramtskandidaten schon. Das Korrigieren fehlerhafter oder
unvollstdndiger Antworten verringert den in der Prifung behandelbaren Stoff und
kann dementsprechend zu einer weniger guten Note fithren. Eigentlich sollten die
Ubungsgruppen sowie Sprechstunden, neben Gespréichen mit Kommilitonen, iiber
die Jahre ausreichend Gelegenheiten bieten, ein prazises mathematisches Formulie-
ren zu Uben; wer diese Gelegenheiten nicht oder nur wenig nutzt, dem ist nicht zu
helfen. Und wer es als Horer der WR nicht schafft, zum Beispiel “Binomialvertei-
lung” richtig zu sagen, der sollte vielleicht nicht gerade Lehrer werden wollen — egal
in welchem Fach.

2. So gut wie keine Priifung, auch wenn sie am Ende mit 1.0 benotet wird, verlauft
fehlerfrei. Leicht verheddert man sich bei einer geforderten kleinen Rechnung oder
steht vielleicht bei einer Frage zur Kombinatorik wie der Ochs vorm Berg, auch wenn
man eigentlich aulerhalb der Priifungssituation den jeweiligen Stoff beherrscht. In
so einem Fall ist es wichtig, dass Sie als Priifling die Prifung weiterhin sportlich
sehen: Ja, es gibt Fehler, die so gravierend sind, dass die Priifung eigentlich nach
5 oder 10 Minuten schon vorbei ist, aber Thre Aufgabe ist es nicht, sich dariiber
Gedanken zu machen, sondern auf die weiteren Fragen moglichst gut zu antworten.
So mancher Priifling ist am Ende iiberrascht, trotz von ihm selbst bemerkter Mangel
eine gute bis sehr gute Note zu erhalten.

3. Das Priifungsanforderungsniveau ist viel niedriger, als man vielleicht aufgrund
des Skriptes befiirchten mag: Man braucht nicht lange, komplizierte Beweise wie-
derzugeben um eine Eins zu erhalten (kiirzere aber schon). Und selbstverstandlich
wird kein Fufinotenwissen abgefragt.

4. In der Vorlesung nicht vorgetragene Teile des Skriptes sowie nicht oder nur
mit * gestellte Aufgaben sind nicht unmittelbar priiffungsrelevant. Mittelbar dagegen
natiirlich schon, denn je mehr man lernt, desto leichter féllt einem alles andere.

5. Sie diirfen Thr Skript (auch mit eigenen Anmerkungen versehen) in der Prii-
fung zum gelegentlichen Nachschlagen verwenden. Zum Beispiel fiithrt es nicht zu
einer schlechteren Benotung, wenn Sie die genaue Formalisierung des Begriffs “.A-
Auswahlregel” nochmal nachschlagen miissen. Andererseits fillt natiirlich durch,
wer schon bei Fragen wie “Was ist ein elementarer Wahrscheinlichkeitsraum?” alles
nachschlagen muss.

ILeider unterlaufen nicht nur Ihrem Dozenten, sondern auch wirklich gut schreibenden Autoren
wie etwa Heuser (2009), manchmal Formulierungen wie “Es sei X eine Zufallsgrofie auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, P)”, ohne (2, P) vorher einzufithren. Derartiges sollte in diesem Skript bei
kiinftigen Verbesserungen moglichst ganz eliminiert werden.
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6. Die erste Frage der Priifung wird “Wo sollen wir anfangen?” sein, die zweite
dann zu Ihrer Antwort passend moglichst wortlich eine der untenstehenden. Die wei-
teren Fragen ergeben sich - groflenteils in Anlehnung an untenstehende Beispielfra-
gen - aus dem Priifungsverlauf, mit den in Anbetracht der Kiirze der zur Verfiigung
stehenden Zeit konkurrierenden Zielen der exemplarischen Klarung von Details, der
eventuellen Einrdumung der Gelegenheit zu Berichtigungen, und der Abdeckung von
moglichst viel Stoff.

7. Modifikationen dieser Hinweise im Vorlesungsverlauf sind moglich.

Beispiele moglicher Priifungsfragen:

o Was ist eine Boole-Algebra?

— Beispiele?
— Welche weiteren Rechenregeln gelten in einer Boole-Algebra?

x Konnten Sie bitte versuchen, diese ... zu beweisen?
— Wieso haben wir Boole-Algebren betrachtet?

* Was ist der Aussagenkalkiil zur Grundmenge S?
* Und was hat der nun mit Boole-Algebren zu tun?

o Was ist ein Boole-Algebra-Morphismus?

— Beispiele?
— Was haben die fiir weitere Eigenschaften?

e Was ist eine Boole-Welt?
o Was ist ein Quasikollektiv?

— Welche Eigenschaften hat dessen Verteilung? Siebformel?
— Warum ist man mit dem Begriff des Quasikollektivs noch nicht ganz
zufrieden?

x Daher welche Verfeinerung?
*x Problem damit? Widerspruchsfrei?

o Was ist ein elementarer Wahrscheinlichkeitsraum?
— Was fiir Rechenregeln gelten da?
x Konnten Sie bitte versuchen, diese ...zu beweisen?

— Alternative Beschreibung durch einfacheres mathematisches Objekt?
— Konkrete Beispiele?

o Welche Methoden der Kombinatorik haben wir kennengelernt?
o Was ist eine Zufallsgrofie?

— Was ihre Verteilung?
— Beispiel?
— Und wozu sind Zufallsgrofien gut?

o Was ist eine hypergeometrische Verteilung? Und wo kommen die vor?
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Wias ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit?

— Beispiel?
— Rechenregeln?
— Simpson-Paradoxon?

« Von den Ereignissen A, B in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, IP) seien Ihnen
nur die Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B) bekannt.

— Was kénnen Sie iiber P(A U B) sagen?
— Was kénnen Sie iiber P(A N B) sagen?

o Was ist ein Kopplungsmodell?

— Beispiel?
— Eigenschaften?
— Universalitat?

» Wie ist die stochastische Unabhéngigkeit definiert?

— Und was ist eine faktorisierte bedingte Verteilung?

— Wie kann man Unabhéngigkeit von Zufallsgrofen verifizieren?

— Wie charakterisiert sich die Unabhéangigkeit von zwei bzw. von drei Er-
eignissen?

— Beispiele, Gegenbeispiele?

e Was ist eine Bernoulli-Kette?

— Und was hat das mit Binomialverteilungen zu tun?
— Und mit Negativbinomialverteilungen?
— Und mit hypergeometrischen Verteilungen?

o Was ist eine Faltung?
— Beispiele?
* Und wie beweist man Beispiel ...?7
o Was ist eine Multinomialverteilung?
— Eigenschaften?
o Was ist eine Verteilungsfunktion?

— Beispiel?
— Wozu gut?

o Was ist ein Median?
— Beispiel?
o Was ist ein Erwartungswert?

— Beispiele?
— Eigenschaften?
— Und was sind Varianzen?
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— Wozu sind Erwartungswerte und Varianzen gut?
Wie sind allgemeine Summen definiert?

— Wie steht es mit der Rechenregel 3 > x;; = > > x5 7

i€l jeJ jET el
Was sagt das schwache Gesetz grofler Zahlen?
— Beweis unter einer Zusatzvoraussetzung?

Was wissen wir zur Poisson-Approximation?
Was sind ¢ und ®?

— ®71(0.95) =7, ®1(0.975) =?

— Und wie haben wir das benutzt?

— Wie lautet der ZGWS fiir gewisse, von uns betrachtete spezielle Vertei-
lungen?

Stirling-Formel?
— Wozu gut?

Was ist ein Konfidenzbereich?
— Beispiel?

Was ist ein Test?
— Beispiel?

Erkldaren Sie mir doch bitte das eine oder andere R-Kommando welches Sie in
einer der Ubungen verwendet haben.

Weiter kann es Fragen folgender Art zum Skript geben:

o« Konnen Sie mir hier diesen Beweisschritt erklaren?
o Wie 16st man diese Aufgabe?
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