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1 MENGEN, ABBILDUNGEN UND RINGE 3

1 Mengen, Abbildungen und Ringe

Mathematik ist einfach — bzw. zweifach. Im Grunde genommen befasst man sich mit
lediglich zwei Arten von Objekten, ndmlich Mengen und Abbildungen. Unsere Dar-
stellung griindet auf dem von Georg Cantor geprégten (sogenannten naiven) Mengen-

begriff:

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem

Gangzen.

Ein solches Objekt x heift Element der Menge M (Schreibweise: x € M; ist x nicht
Element von M, so schreiben wir x ¢ M). Die Menge ohne Elemente heifit die leere
Menge (Schreibweise: @ oder {}).

Es gibt verschiedene Moglichkeiten der Darstellung von Mengen, etwa die aufzéhlende
Schreibweise oder auch die beschreibende, also eine Charakterisierung der Elemente.

Die beschreibende Variante hat allgemein die Form!
M := {z : z hat die Eigenschaft £} := {x | « hat die Eigenschaft E},

wobei FE eine gegebene Eigenschaft ist. Wir stellen uns auf den Standpunkt, dass
natiirliche, ganze und rationale Zahlen bekannt sind, werden aber in der Plus-Vorlesung
auf eine konstruktive Einfithrung eingehen.? Man schreibt

N := {z: 2 natiirliche Zahl},

Ny := {z: 2z natiirliche Zahl oder x = 0},
Z := {z:x ganze Zahl},
Q := {z:x rationale Zahl}.

Definition 1.1 Es seien A, B Mengen.

'Das Symbol := nennt man ein definierendes Gleichheitszeichen. Es bedeutet, dass das auf der
linken Seite Stehende durch das auf der rechten Stehende bezeichnet wird. Manchmal schreibt man
auch =:, wenn das links Stehende bekannt ist.

2Das Gleiche werden wir spiter fiir reelle Zahlen tun.
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1. A heiit Teilmenge von B (Schreibweise: A C B oder auch A C B), falls aus x € A
auch x € B folgt. Man nennt dann B auch eine Obermenge von A und schreibt dafiir
B> A
2. A und B heiflen gleich (Schreibweise A = B), falls A C B und B C A gilt. Sind
dabei speziell A := {z} und B := {y} einelementig, so nennen wir x und y gleich
(Schreibweise: x = y; sind x und y ungleich, so schreibt man = # y).
3. Die Menge

AUB :={z:x € Aoder z € B}

heifit Vereinigung von A und B und die Menge
ANB:={zr:zx € Aund z € B}
Schnitt von A und B. Weiter nennt man
B\A:={zx:x€ Bundx ¢ A}
Differenz von B und A. Ist A C B, so heif3t
A°:=Cpg(A): =B\ A

Komplement von A (beziiglich B).

Beispiel 1.2 Sind A := {2k : k € Z} und B := {3k : k € Z}, so gilt

ANB={6k:keZ}.

Ahnlich wie bei der obigen Einfithrung von Mengen wollen wir auf eine eher informelle
Definition des zweiten grundlegenden Begriffes der Mathematik zuriickgreifen:
Es seien X und Y nichtleere Mengen.

Eine Funktion oder Abbildung f von X nach Y ist eine Vorschrift, die
jedem x € X genau ein Element f(x) € Y zuordnet. Alternativ schreibt
man auch f,.

Dabei heiflen X der Definitionsbereich und Y der Zielbereich von f. Auflerdem
nennt man

W(f)={f(x):xe X}={yeY:y= f(x) fir ein x € X}
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den Wertebereich von f. Man schreibt f : X — Y beziehungsweise (f,).cx (oder
auch X > z — f(x) € Y oder kiirzer x — f(z)). Im Fall der Schreibweise (f;)zex
spricht man auch von einer Familie in ¥ und nennt dann X die Indexmenge. Im
Fall X = {1,...,n} schreibt man meist (fi,..., f,).> Ist X C Z, so nennt man (f,)nex
auch eine Folge in Y. Die f,, heilen dann Folgenglieder.

Ist @ # A C X, so heifit die Funktion f|4 : A — Y, definiert durch f|s(z) := f(z)
fiir alle x € A, die Einschriankung von f auf A. Die Menge

f(A) = W(fla) = {f(x) : x € A}

nennt man Bild von A unter f. Ergédnzend setzt man noch f(2) := @.

Beispiel 1.3 1. Ist X # &, so nennt man idy : X — X, definiert durch idx(z) := x
fiir x € X, die identische Abbildung auf X.
2. Es seien X :=Y :=7Z, und es sei f : Z — Z definiert durch?

f(z) = 2? (x €Z).

Dann ist W(f) = f(Np) (und zwar die Menge der Quadratzahlen).

Definition 1.4 Es seien X, Y Mengen und f: X — Y.

1. f heifit surjektiv (oder Abbildung von X auf Y'), falls W(f) =Y gilt, d. h. zu
jedem y € Y existiert ein x € X mit f(z) =y.°

2. f heiit injektiv, falls aus z1,x2 € X und f(x1) = f(x2) schon x; = x5 folgt.

3. f heiit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel 1.5 Fiir jeden Mnege X ist die identische Abbildung idx bijektiv. Ist f wie
im Beispiel 1.3.2, so ist f weder surjektiv noch injektiv, dagegen ist f|y, injektiv.

3Man spricht dann auch von einem n-Tupel und im Fall n = 2 von einen geordneten Paar sowie
im Fall n = 3 von einem Tripel.

“Die Schreibweise (z € X) ist im Weiteren als Kurzform von , fiir alle x € X“ zu lesen.

>An dieser Stelle eine kleine Anmerkung zur Frage, ob Abbildung und Funktion unterschiedliche
Begriffe sind: Gemif} obiger (informeller) Definition ist dies nicht der Fall. Man verwendet den Begriff
Abbildung allerdings oft dann, wenn auch der Zielbereich eine wesentliche Rolle spielt, wie etwa im
Fall der Surjektivitdt. Man spricht selten von einer surjektiven Funktion und so gut wie gar nicht von
einer Funktion von X auf Y.
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Definition 1.6 Es seien X,Y,Z Mengen und f : X — Y sowie g : Y — Z Abbildun-
gen. Dann heifit die Funktion go f : X — Z, definiert durch

(go f)(x):=g(f(z))  (ze€X),

Komposition (oder Hintereinanderausfiihrung oder Verkettung) von f und g.

Definition 1.7 Man setzt
Y* .= Abb(X,Y) := {f : f Abbildung von X nach Y}

fiir Menge der Abbildungen von X nach Y. Sind f,¢g € Y, so heiBlen f und ¢ gleich,
falls f(x) = g(x) fiir alle x € X gilt.°

Beispiel 1.8 Ist f wie im Beispiel 1.3.2 und ¢ : Z — Z definiert durch g(y) :=y + 1
fiir y € Z, soist go f : Z — 7Z gegeben durch
(gof)(x)=a*+1 (v €Z).
Man beachte: Hier ist auch f o g : Z — Z definiert und es gilt
(fog)(x) =(z+1)* (z€N).
Dabei ist go f # fog (daetwa (go f)(1) =2#4=(fog)(1)).

Satz 1.9 FEs seien X,Y,Z, U Mengen und f : X - Y, g:Y - Zund h : Z — U
Abbildungen. Dann gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Es gilt ho (go f): X — U sowie (hog)o f: X — U und fiir alle z € X ist

(ho(ge f))(x) =h((go f)(x)) = h(g(f(2))) = (heg)(f(x)) = ((hog)o f)(z).

Damit sind die beiden Funktionen gleich. O

5Wir werden uns gelegentlich — so wie iiblich und sehr praktisch — die Freiheit nehmen, zwei
Funktionen f: X — Y und g : X — Z schon dann zu identifizieren, wenn f(z) = g() fiir alle x € X
gilt und der Zielbereich keine Rolle spielt.
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Bemerkung und Definition 1.10 Sind XY nichtleere Mengen und ist f: X — Y
bijektiv, so existiert zu jedem y € Y genau ein x € X mit f(x) = y. Dann ist durch

gly) =z  (yeY),

wobei y = f(z) eine Funktion g : ¥ — X definiert. Mann nennt g die Umkehr-

funktion von f. Es gilt dann g o f = idx sowie f o g = idy und aulerdem ist auch
g Y — X bijektiv.

Definition 1.11 1. Es seien X, ..., X,, Mengen. Dann nennt man
Xl X oo, XXn = {(l’l,...,.fﬂn):xl GXl,,anXn}

kartesisches Produkt der Mengen.

2. Es sei M eine nichtleere Menge. Fine Funktion f : M x M — M heifit Verkniipfung
auf M. Man schreibt in diesem Kontext xfy statt f((z,y)) fir (z,y) € M x M.
Gewohnt aus der Schule sind Verkniipfungen auf Zahlenmengen, etwa die Addition +
und die Multiplikation -. Wir werden diese Symbole auch in allgemeineren Situationen

verwenden. Im Fall des Multiplikationszeichens - schreibt man meist kurz zy statt z-y.

Wir betrachten nun Mengen und Verkniipfungen, die ein rudimentéres Rechnen zulas-

Sen.

Definition 1.12 Es seien M eine nichtleere Menge und - eine Verkniipfung auf M.
1. Die Verkniipfung - heifit assoziativ, falls = (yz) = (zy) z fir z,y,z € M gilt. In
diesem Fall heifit (M, -) eine Halbgruppe. Bei assoziativen Verkniipfungen ldsst man
die Klammern meist weg, setzt also zum Beispiel zyz := (zy)z = z(yz).

2. Die Verkniipfung heifit kommutativ, falls xy = yz fiir z,y € M gilt. In diesem
Fall heifit nennt man eine Halbgruppe abelsch oder auch kommutativ.

3. Ein e € M heiit neutral (beziiglich -), falls

er =xe==c (x e M)

gilt. Existiert in einer Halbgruppe (M, -) ein neutrales Element e, so heifit das Tripel
(M,-,e) ein Monoid.” Neutrale Elemente sind stets eindeutig, denn sind e und €

neutral, so ist ¢/ = ee’ = e.

"Man schreibt oft auch kurz M statt (M,-) im Falle einer Halbgruppe und M statt (M, -, e) im
Falle eines Monoids.
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Bemerkung und Definition 1.13 1. Das Paar (N, +) ist eine abelsche Halbgruppe,
(No, +,0), (N,-,1) und (Z, -, 1) sind abelsche Monoide.
2. Es sei X # @ ein Menge. Nach Satz 1.9 ist

Abb(X) := Abb(X, X)

mit der Komposition o von Funktionen als Verkniipfung ein Monoid mit neutralem
Element id .
3. Ist X eine Menge, so heifit die Menge

P(X)={A: AC X}

aller Teilmengen von X die Potenzmenge von X.* Damit sind (£?(X),U, o) und

(Z(X),N, X) kommutative Monoide ([U]).

Bemerkung und Definition 1.14 Es sei (M, -, e) ein Monoid. Ist = € M, so heifit
ein y € M invers zu x, falls
yr =xy =e

gilt.” Existiert ein Inverses, so nennt man x invertierbar. Ist jedes x € M invertierbar,
so heifit M eine Gruppe.
Inverse Elemente sind im Falle der Existenz eindeutig, denn sind y, %’ invers zu x, so
gilt

=ye=y(zy) = (yz)y = ey =y’

Man bezeichnet das inverse Element zu z mit 27! Bei Verwendung des Verkniipfungs-
zeichens + schreibt man meist —z und dann auch kurz z — y statt = + (—y).

Ist a € M invertierbar, so ist die Funktion f, : M — M bijektiv mit Umkehrfunktion
Ga : M — M gegeben durch g,(y) = a~'y, also mit anderen Worten: Fiir jedes y € M
hat die Gleichung ax = y genau ein Losung, ndmlich a~'y. Entsprechendes gilt fiir die
Gleichung za = y.

Beispiel 1.15 Die Tripel (Z, +,0), (Q,+,0) und (Q\ {0}, -, 1) sind abelsche Gruppen.
Im Monoid (Z, -, 1) sind nur £1 invertierbar.

8Stets ist @ € 2(X).
9 Allgemeiner heifit y linksinvers zu z, falls yx = e gilt, und rechtsinvers zu z, falls zy = e gilt.
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Bemerkung 1.16 Essei (M, -, e) ein Monoid. Sind z,y € M invertierbar, so ist wegen

1 -1

zyy T =aaT =e=y Ty =y~

x_lxy

auch xy invertierbar mit
(zy)™ = y a7
und damit die Menge U der invertierbaren Elemente ein Monoid. Wegen x 'z =

1 1

_ . _1 - . . _1\—1 . .
zz~! = e ist auch 7! invertierbar mit (z7')”" = z, also insbesondere damit (U, -, ¢)

eine Gruppe.*’

Bemerkung und Definition 1.17 Nach Bemerkung 1.16 ist
S(X) := {f € Abb(X): f invertierbar}

eine Gruppe, genannt symmetrische Gruppe von X. Ein Element f € S(X) heifit
Permutation auf X. Fiir n € N heiit speziell S,, := S({1,...,n}) die n-te symme-
trische Gruppe. Fiir n > 3 ist S, nicht abelsch ([U]).

Jede bijektive Funktion f : X — X ist invertierbar und umgekehrt kann leicht sehen
([U]]), dass jedes f € S(X) bijektiv ist, und dass dann f~! die Umkehrfunktion von f

ist. Man schreibt daher iiblicherweise auch f~! fiir die Umkehrfunktion im Allgemei-

nen.

Wir wollen nun Produkte und Summen von mehr als zwei Faktoren beziehungsweise

Summanden definieren.

Bemerkung und Definition 1.18 Es seien (M, -, e) ein Monoid, m, N € Z mit m <

m—1
N und z,,,...,2x € M. Dann setzt man [][ zj := e und definiert rekursiv
k=m
n n—1
k=m k=m
fir n =m, ..., N. Aulerdem schreibt man im Falle ;1 = ... = z,, = x kurz

n
" = H z.
k=1

Omit - eingeschriinkt auf U x U und Zielbereich U
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Insbesondere ist damit 2° = e. Ist x invertierbar, so setzt man auch =" := (z =)™ fiir
n € N.
Im Falle des Pluszeichens als Verkniipfung schreibt man statt [ [ jeweils ) . Aulerdem

schreibt man dann nz statt z”. !

Eng verbunden mit dem eben verwendeten Prinzip der rekursiven Definition ist ein
wichtiges Beweisverfahren: die vollstindige Induktion.

Fiir ein m € Z und alle Z > n > m sei eine Aussage A(n) gegeben. Zum Beweis der
Behauptung

fir alle n € Z mit n > m gilt A(n)
geht man oft folgendermaflen vor:

1. Man zeigt, dass A(m) richtig ist (Induktionsanfang).

2. Man nimmt an, dass A(n) oder auch A(m),..., A(n) fiir ein beliebiges n > m
richtig ist (Induktionsannahme) und zeigt, dass aus der Induktionsannahme die
Richtigkeit der Aussage A(n + 1) folgt (Induktionsschritt).

Aus 1. und 2. ergibt sich, dass A(n) fiir alle n > m richtig ist. '?

Beispiel 1.19 Wir illustrieren die Beweistechnik anhand eines Beispieles. Wir zeigen:
Fir alle n € N gilt

S |
p k(k+1) n
Induktionsanfang: Fiir n = 1 sind rechte und linke Seite 0.

Induktionsannahme: Fiir ein n € N gelte

-1

3

—1
— k( k: +1) n
Induktionsschritt: Nach Induktionsannahme gilt
= 1 < 1 n—1 n? n
> B -
k(k + ) n+1 k(k n(n+1) n nn+1) n+1

k=1 k=1

und damit die Behauptung fiir n 4 1.

HMan beachte, dass die Abbildung (n,z) — nx im Allgemeinen keine Verkniipfung auf M ist.
2Denn es gilt ja dann A(m) = A(m+1) = A(m +2)....
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Bemerkung und Definition 1.20 Es sei (M, -, e) ein Monoid. Induktiv kann man
zeigen, dass fiir z,y € M und m,n € Ny folgende Potenzgesetze gelten:

Ist M abelsch, so gilt auch
z"y" = (zy)".

Allgemeiner kann man dann (induktiv und nicht leicht) zeigen, dass fiir ¢ € S,, und

X1y oy Ty € M
n n
[Leew =]
k=1 k=1

gilt, d. h. die Reihenfolge der Faktoren kann beliebig vertauscht werden. Damit werden

Schreibweisen wie [[ z; und ) x;, wobei I eine beliebige endliche Menge ist und
jel jel

x; € M fir j € I gilt, sinnvoll.

Im Fall invertierbarer x bzw. y gelten die Potenzgesetze auch fiir m,n € Z.

Wir kommen jetzt zu algebraischen Strukturen mit zwei Verkniipfungen.

Bemerkung und Definition 1.21 Es sei R eine Menge und es seien + und - Ver-
kniipfungen auf R. Dann heifit - distributiv iiber +, falls fiir z,y, 2 € R gilt

r(y +2) = (xy) + (22) und (x+y)z = (z2) + (y2).

Gilt

(R1) (R, +,0) ist eine abelsche Gruppe,

(R2) (R,-,1) ist ein Monoid,

(R3) - ist distributiv iiber +,
so heiflen (R, +,-) Ring, das neutrale Element 0 zu + Nullelement oder kurz Null
und das neutrale Element 1 zu - Einselement oder Eins.'? Ist (R, -, 1) abelsch, so
heifit der Ring kommutativ.
Standardbeispiele kommutativer Ringe sind (Z, +, -) und (Q, +, -). Man verwendet wie

dort auch in allgemeinen Ringen Punkt-vor-Strich-Schreibweisen, also zum Beispiel
T+ yz:=x+ (yz2).

13Manchmal schreibt man deutlicher 0z und 15 fiir die neutralen Elemente eines Ringes. Anderer-
seits schreibt man oft kurz R statt (R, +,-).
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Bemerkung 1.22 Es seien R ein Ring und X eine nichtleere Menge. Wir definieren
fir f,g € RX die Funktionen f £ ¢ € RX und f - g € R* argumentweise durch

(f £9)(x) = flx) £g(x) und (f-g)(x):= f(z) g(z) (e X).

Damit ist RX = (RX,+,-) ein Ring mit Nullelement 0zx und Einselement 1px, defi-
niert durch Ogx(z) := Og und 1zx(x) := 1g fir x € X. Ist R kommutativ, so ist auch

R¥X kommutativ.

Bemerkung und Definition 1.23 Es sei R ein Ring. Induktiv ergeben sich fiir x €
R und endliche Familien (z;);c; in R die allgemeinen Distributivgesetze

xixj = Zxxj und (ZxJI = ijx.

jel jel jel jel
Weiter ist 0 absorbierend, d. h. fiir x € R gilt
Oz =20 = 0.

Denn: Wegen 0x = (04-0)z = 0z+0x ist 0 = 0z —0x = (0z+0x)—0z = Oz.
Entsprechend sieht man, dass 20 = 0 gilt.

Damit gilt fiir z,y, 2z € R ([U])

x(y—z)=ay—xz, (x—y)z=zz—yz und (—z)(—y)=uay.

In der Schule lernt man die binomischen Formeln fiir reelle Zahlen in folgender Form
kennen:

(a+£b)*=a*+2ab+b* und (a+b)(a—0b)=a®— b

Wir werden jetzt allgemeinere Formeln in Ringen herleiten, wobei er Exponent 2 durch
ein beliebiges n € N ersetzt wird.

Satz 1.24 Fs sei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Dann gilt fir alle a,b € R und alle
neN

n—1

a" =" =(a—b)Y dvrh (1.1)

k=0
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Beweis. Es gilt

n—1 n—1 n—1
(CL o b) E akbn—l—k — E aakbn—l—k . E bakbn—l—k
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
_ E ak—l—lbn—(k—l—l) . E akbn—k
k=0 k=0
n n—1
= g b7 — g a"' Tk =g — .
7j=1 k=0

Bemerkung 1.25 Als Spezialfall b = 1 ergibt sich die wichtige geometrische Sum-
menformel: Fiir a € R und n € N gilt

a"—1=(a-1)Y d=(@-1)1+a+...+a""), (1.2)

3
I

b
Il

die unter anderem eine zentrale Rolle im Zusammenhang mit der Binér-, Dezimal-
bzw. Hexadezimaldarstellung natiirlicher Zahlen spielt (siche Anhang B).

Wir steuern nun auf eine Darstellung fiir Ausdriicke der Form (a + b)™.

Bemerkung und Definition 1.26 Fiir n € Ny und £ € N setzen wir

(o)1t ()

Damit sind die Binomialkoeffizienten (Z
n definiert durch

(n;—l) . (kﬁl)Jr(Z) (n € No, k € N),

Aus der Defintion folgt, dass alle Binomialkoeffizienten nichtnegative ganze Zahlen

(Z) =0 (k> n).

) (gesprochen n iiber k) rekursiv beziiglich

sind mit



1 MENGEN, ABBILDUNGEN UND RINGE 14

Ordnet man die Binomialkoeffizienten (2) in einem dreieckigen Schema an, wobei in
der n-ten Zeile (mit Zeile 0 beginnend) die Koeffizienten (g’), . (Z) stehen, so entsteht
das Pascalsche Dreieck:

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Binomialkoeffizienten lassen sich geschlossen darstellen, jedenfalls unter Verwendung

von Fakultaten.

Definition 1.27 Fiir n € Nj definiert man n-Fakultit durch

- 1, falls n =0
n!::Hk‘: " .
1-2-.. falls n € N

n,

Soistetwa 6! =1-2---6 = 720.

Satz 1.28 Firn,k € Ny mit k < n gilt
k-1
n n! 1 ,
(k;) T K-k & 11n =)
J=0

Beweis. Wir zeigen die Darstellung per Induktion nach n.
Fiir n = 0 (und dann & = 0) sind nach den jeweiligen Definitionen beide Seiten 1. Gilt
die Behauptung fiir n € Ny, so folgt fiir k£ € {1,...,n}

(nzl) - (kﬁl) * (Z) e 1)!(2!_ T /g!(nni B

n! n+1)!
Hin 1 it (e l=h) = k!(7g+1zk)!'
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AuBerdem ist (1) = (1) + (1)) = (1) +0=1. 0

Mit der Darstellung sieht man insbesondere die Symmetrie der Binomialkoeffizienten:

(Z> N k:!(nni O (n— <n_7f>>!<n_ ik (nﬁk) - (1.3)

Satz 1.29 (binomischer Satz)
Es sei (R,+,+) ein kommutativer Ring. Dann gilt fir alle a,b € R und alle n € Ny

w3 (e

k=0

0
Beweis. 1. Fiir n =0 gilt (a+0)°=1= 3" (})a*t"*.
k=0

2. Fiir ein n € Ny gelte (a +b)" = Y (})a*b" . Dann folgt mit Satz 1.28

(a+b)" = (a+b)(a+b)"=(a+b) i (Z) Sk
— Z ( ) aF gk 4 Z (Z) !
(g e

J=1

— anJrl 4 i (( ) (Z)) kbn+1fk 4 bn+1
k=1

n+1
_ Z n+1 akpnti—k
i .

k=0

o

Beispiel 1.30 Fiir n = 6 gilt (siehe Pascalesches Dreieck)

(a+b)°=1-0+6-ab®+ 15a*b* + 20ab* + 15a*b*> + 6a°b + 1 - a° .
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Bemerkung 1.31 Als Spezialfiille aus Satz 1.29 ergeben sich interessante Beziehun-
gen fiir das Pascalsche Dreieck: Fiir R =7 und a = 1, b = 1 ergibt sich

"= (14+1)" = i (Z) 1k = i (Z) ,

k=0 k=0
das heifit die Summe der Binomialkoeflizienten in der n-ten Zeile des Pascalschen
Dreiecks ergibt stets 2™. Fiir a = —1, b =1 und n € N ergibt sich

0= = (=1 =3 (7)i-vr

k=0
das heifit, versieht man die Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile jeweils abwechselnd
mit dem Vorzeichen + und —, so erhélt man als Summe den Wert 0. Fiir n = 6 gilt

etwa

1+64+154+204+154+6+1=64=2° und 1-6+15-20+15—-6+1=0.

Bemerkung und Definition 1.32 Ist R = (R, +, -) ein Ring mit Nullelement 0 und
Einselement 1 # 0, so setzen wir

R*:= R\ {0}.

Dann heifit R ein Kérper, falls R kommutativ ist und jedes x € R* invertierbar ist.'*
Nach Bemerkung 1.16 ist (R*,-, 1) eine eine abelsche Gruppe und damit sind Koérper
nullteilerfrei, d. h. sind x,y € R mit xy = 0, so ist z = 0 oder y = 0. Man schreibt
y/x = yx~! fiir  # 0 und wegen der Kommutativitit auch % =vy/x.

Beispiel 1.33 1. Der Ring (Q, +, -) ist ein Korper, der Ring (Z, +, -) nicht.
2. Es sei Fy := {Q©, &}, wobei die Addition und die Multiplikation durch die folgenden
Verkniipfungstafeln (kommutativ) definiert sind:

+ 10| & VA 3
IVERVER 1 VERVERV)
& & O & O &

~

Man kann leicht nachrechnen, daf§ (Fy, +, -) ein Korper ist, genannt der Binérkoérper.
Dabei gilt © = 0 = O, und & = 1 = 1p,, also ist in der Bindrarithmetik 1+ 1 = 0.

14Verzichtet man auf die Forderung der Kommutativitiit, so spricht man von einem Schiefkérper.
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2 Reelle und komplexe Zahlen

Bemerkung und Definition 2.1 Es sei X # @ eine Menge. Man nennt eine Teil-
menge R von X X X auch eine Relation auf X und schreibt xRy falls (z,y) € R."®
Eine Relation < auf X heifit (strenge) Ordnung auf X, falls gilt

(O1) Fiir alle z,y € X gilt entweder x = y oder z < y oder y < x (Tricho-
tomie).
(02) Fiir z,y,z € X gilt: aus ¢ < y und y < z folgt z < z (Transitivitit).
Das Paar (X, <) heifit dann eine geordnete Menge. Aufierdem bedeutet x < y, dass

entweder x < y oder x = y gilt.!® Wenig iiberraschend schreibt man auch y > x statt
r <yund y > x statt x < y.

Bemerkung und Definition 2.2 Es sei R ein kommutativer Ring mit 1 # 0. Ist <
eine Ordnung auf R, so heifit R = (R, +, -, <) ein geordneter Ring, falls fir z,y € R
folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(03) Aus z < y folgt x + 2z < y + z fiir alle z € R (1. Monotoniegesetz).

(0O4) Aus z < y und z > 0 folgt 2z < yz (2. Monotoniegesetz).
(Z,+,-,<) ist ein geordneter Ring und (Q, +, -, <) ist ein geordneter Korper.

Ist R geordnet, nennt man x € R positiv, falls z > 0 gilt und negativ, falls z < 0
gilt. Aus (O3) folgt, dass x genau dann positiv ist, wenn —x negativ ist.!”

Denn: Aus 0 < z folgt —x = 0+ (—z) < x + (—x) = 0. Entsprechend folgt
aus —zr < Qauch 0 =2+ (—z) <z +0 = z.

Wir setzen noch Ry :={r € R: 2 >0} und R_:={x € R:z < 0}.

Satz 2.3 Es seien R = (R,+,+, <) ein geordneter Ring, x,y € R und n € N. Dann
gilt:

15Sind M eine Menge und f : M — X eine Funktion, so ist der Graph {(z, f(z)) : 2 € M} C Mx X

von f im Fall M C X eine Relation auf X.
16Die Relation < ist dann eine sogenannte schwache Ordnung auf X.
1"Tnsbesondere existiert damit im Binsirkorper Fy keine Ordnungsrelation mit der Eigenschaft (O3).
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1. Aus z,y > 0 oder x,y < 0 folgt xy > 0 und aus x > 0, y < 0 folgt xy < O.
Speziell sind x* > 0 fiir x # 0 und 1 > 0.

2. Ist x <y, so gilt nx < ny und im Falle x > 0 auch 0 < 2™ < y™.

3. Sind x > 0 und m € N mit m > n, so ist mx > nx > 0.1

Beweis. 1. Sind z,y > 0, so folgt mit (O4) sofort 0 = Oy < xy. Sind andererseits
z,y <0, so sind —y, —x > 0 und damit zy = (—z)(—y) > 0. Sind z, —y > 0, so gilt
—(zy) = x(—y) > 0. Ist x # 0, so ist * > 0 oder x < 0 nach (O1), also z* > 0. Wegen
140ist 1=12> 0.

2. und 3. als [U]. O

Satz 2.4 (Bernoulli-Ungleichung)
Sind R ein geordneter Ring und n € Ny, so gilt (14 z)" > 1+ nx fir x > —1.

Beweis. Denn: Fiir n = 0 sind beide Seiten 1. Gilt die Behauptung fiir ein n € Ny, so
folgt wegen x 4+ 1 > 0 mit (O4) und Satz 2.3

I+2)"'=00+2)1+2)">1+2)1+nz)=1+x+nz+nz”>>1+ (n+ 1)z

O

Satz 2.5 FEs seien K ein geordneter Korper und x,y € K. Gilt 0 < x < y, so ist
0<1/y<1/zx. Auferdem ist die Menge {z € K : © < z < y} unendlich.

Beweis. Zunéchst folgt 1/x > 0 aus Satz 2.3.1 (wére 1/x < 0, so wire 1 = z/x < 0).
Genauso ist 1/y > 0. Aus x < y ergibt sich also z/y < y/y = 1 mit (O4) und wieder
mit (04)

Vy=(z/y)-(1/z) <1-(1/z) =1/z.
Nach Satz 2.3 ist m1 > nl > 0 fiir alle n,m € Nmit m > n, also 0 < 1/(ml) < 1/(nl)
und folglich x <z + (y —x)/(ml) <z + (y —z)/(nl) <. O

18Damit ist R, unendlich. Genauer enthilt R, die natiirlichen Zahlen in dem Sinne, dass man nl
mit n identifiziert.
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Bemerkung und Definition 2.6 Ist K ein Koérper und sind a,b,c € K mit a # 0,

so hat die Gleichung ax+b = 0 genau eine Losung, ndmlich x = —b/a. Im Allgemeinen
sind quadratische Gleichungen der Form!’

b \2 b?

O:a$2+bm+c:a<x+—> +c——

2a

nicht mehr l6sbar (hier setzen wir 141 # 0 und damit 2"a # 0 voraus). Ist K geordnet,

so folgt aus Satz 2.3, dass notwendig die Diskriminante
A = b* — dac

nicht-negativ ist. Aber auch in diesem Fall ist nicht stets Losbarkeit garantiert. So
haben etwa die Gleichungen 22 + 2 — 1 = 0 und 2> — 2 = 0 keine Losung in Q ([U])
obwohl die Diskriminate in beiden Féllen positiv ist.

Wir erweitern nun (Q, +, -, <) zu einem geordneten Korper (R, +,-, <) so, dass qua-
dratische Gleichungen mit nichtnegativer Diskriminante l6sbar sind. Anschlieffend er-
weitern wir (R, +, -) zu einem Korper (C, +, -) so, dass alle quadratischen Gleichungen
losbar sind.

Bemerkung und Definition 2.7 Es seien (X, <) geordnet und M C X.

1. M heiit nach oben beschrinkt, wenn ein s € X existiert mit x < s fiir alle
x € M. Ein solches s heifit dann eine obere Schranke von M. Ist dabei s € M, so
heif}t s Maximum von M. Man schreibt dann

max M = s.

Eine obere Schranke s* € X von M heifit kleinste obere Schranke oder Supremum
von M, falls s > s* fiir jede obere Schranke s von M gilt. Hieraus ergibt sich sofort,
dass fiir jedes M hochstens ein Supremum und ein Infimum existieren. Wir schreiben
im Falle der Existenz

sup M = s*

2. M heifit nach unten beschrinkt, wenn ein s € X existiert mit x > s fiir alle
x € M. Ein solches s heifit dann untere Schranke von M. Ist dabei s € M, so heif3t
s Minimum von M. Man schreibt dann

min M := s.

9die zweite Darstellung, die sich durch quadratische Ergéinzung ergibt, nennt man Scheitelpunkt-

form.
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Eine untere Schranke s, € X von M heifit grofte untere Schranke oder Infimum
von M, falls s < s, fiir jede untere Schranke s von M gilt. Wieder gibt es héchstens
ein Infimum, bezeichnet mit

inf M :=s,.

3. M heifit beschriankt, wenn M nach oben und nach unten beschrankt ist.

Bemerkung 2.8 Existiert max M, so gilt sup M = max M und im Falle der Existenz
von min M ist inf M = min M. Auflerdem existieren fiir endliche Mengen stets Maxi-
mum und Minimum. Weiter kann man zeigen ([U]), dass jede nach oben (bzw. unten)
beschriankte Teilmenge von Z ein Maximum (bzw. Minimum) hat. In Q ist dies im

Allgemeinen nicht der Fall: Fiir M := Q, etwa gilt inf M = 0.

Denn: Zunéchst ist 0 eine untere Schranke von M. Ist s > 0, so existieren
nach Satz 2.5 Punkte 2 € Q; mit z < s. Also ist s keine untere Schranke
von M. Damit ist jede untere Schranke s < 0.

Wegen 0 ¢ M hat M kein Minimum.

Bemerkung und Definition 2.9 Eine geordnete Menge (X, <) heifit ordnungs-
vollstandig oder kurz vollsténdig, falls jede nichtleere, nach oben beschrénkte Teil-
menge M von X ein Supremum hat. Ein geordneter Korper (K, +, -, <) heifit voll-
stiandig (geordnet), falls (K, <) ordnungsvollstdndig ist.

Von fundamentaler Bedeutung fiir die Mathematik ist das folgende Ergebnis:

FEs existiert ein vollstindig geordneter Korper (R, 4+, -, <) so, dass Q in R

eingebettet ist.

Man kann zeigen, dass in gewissem Sinne nur ein vollstdndig geordneter Korper exi-
stiert. Die Elemente von R heiflen reelle Zahlen. Wir werden in der Vorlesung plus
(im Anhang B) genauer auf eine mogliche Konstruktion der reellen Zahlen und einen

Beweis zur obigen Aussage eingehen.

Bemerkung und Definition 2.10 Manchmal ist es praktisch und sinnvoll, die ge-
ordnete Menge (R, <) um zwei Punkte +o00 (oder kurz co) und —oo so zu erweitern,
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dass definitionsgemédfl —oco < x < oo fiir alle x € R gilt. Fiir M C R ist damit
sup M = oo, falls M nach oben unbeschrankt ist, und inf M = —oo, falls M nach
unten unbeschénkt ist. Eine nichtleere Menge I C R heifit Intervall, falls z € I fiir
alle z € R mit inf I < x < sup I gilt. Fiir a,b € RU {+o0} setzt man

(a,b) :=]a,b[:={r eR:a<z<b}, falls —oo <a<b< o0,
la,0) :==]a,b :={xr € R:a <z <b}, falls —oco<a<b< o0,
(a,b] :=]a,b] :=={z €R:a <z <b}, falls —oo <a <b< 0.

[a,b] :=={z eR:a <z <b}, falls —oco<a<b< oo

Jedes Intervall hat eine solche Form, wobei stets a = inf I und b = sup [ gilt.

Satz 2.11 (Quadratwurzeln) Die Abbildung f : [0,00) — [0,00) mit f(x) := x* ist
byektiv. Fiir y > 0 schreibt man \/y = f~Yy). Die Lésungen der Gleichung x* =y
sind damit gegeben durch £,/y.

Beweis. Aus Satz 2.3 folgt, dass f injektiv ist. Zum Nachweis der Surjektivitéit sei
y > 0 gegeben. Wir betrachten die Menge M := {z € [0,00) : 2* < y}. Ist * € R mit
r > 1+, so gilt 22 > (1 + y)? > y. Damit ist 1 + y obere Schranke vom M. Da R
vollstindig ist, existiert s := sup M. Wir zeigen, dass weder s? > y noch s? < y gelten
kann. Damit ist s* = y nach (O1) und +,/y die Losungen von x* = y.*

Angenommen, es ist s> > y. Dann ist § := (s> — y)/(2s) > 0 und wegen 20s = s? — y

(s —6)*> 5% —20s =y.

Ist z € M, so folgt 22 <y < (s — (5)2 und damit auch z < s — §. Also ist s — § obere
Schranke von M im Widerspruch dazu, dass s kleinste obere Schranke ist.
Angenommen, es ist s* < y. Dann ist ¢ := min{1, (y* — s)/(2s + 1)} > 0 und wegen
2s+6 <2s+1 gilt

(s+0)2—s>=6(25+06) <0(25s+1) <y — s

also (s + 0)* < y. Damit ist s + 6 € M und folglich s keine obere Schranke von M.
Also ergibt sich auch hier ein Widerspruch. O

20Der Beweis zeigt auch, dass Q kein vollstéindig geordneter Korper ist, da ansonsten etwa die
Gleichung 2 = 2 eine Losung in Q hiitte.
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Bemerkung 2.12 (a-b-c-Formel) Es seien a, b, ¢, A wie in Bemerkung und Definition
2.6, also a # 0 und A > 0. Nach Satz 2.11 ist dann die quadratische Gleichung
ax?® + bx + ¢ = 0 16sbar und die Lésungen x1, x5 sind gegeben durch

T1g = i(—b:l:\/b2 —4@0).

Satz 2.13 (Dichtheit von Q)
N ist unbeschrinkt in R 2! und fiir jedes nicht einpunktige Intervall I gilt I N Q # .

Beweis. 1. Angenommen, N sei nach oben beschréinkt in R. Dann existiert s :=
supN € R. Da s kleinste obere Schranke von N ist, ist s — 1/2 keine obere Schranke
von N. Also existiert ein n € N mit n > s — 1/2. Dann ist aber s +1/2 <n+1 € N.
Widerspruch zu s obere Schranke von N.

2. Es seien z,y € I mit x < y. Zu zeigen ist, dass ein r € Q existiert mit x < r < y.
Ist § := y — x, so existiert nach 1. ein ¢ € N mit ¢ > 1/4, also 1/q < 4. Ist ohne
Einschriankung y > 0 und p := max{k € N: k < qy}, soist p/qg < y und (p+1)/q > v,
also auch r:=p/q>y—1/g>y—0 =z. O

Unser Ziel ist es nun, den Korper der reellen Zahlen so zu erweitern, dass die quadra-
tische Gleichung 2? = y auch fiir y < 0 16sbar ist.

Bemerkung und Definition 2.14 Wir betrachten die abelsche Gruppe
(R27 +, (07 O)) = (R{LQ}’ +, O)

aus Bemerkung 1.22. Mit der dort allgemein definierten argumentweisen Multiplikation
ist R? zwar ein kommutativer Ring, aber nicht nullteilerfrei und damit insbesondere
kein Korper. Wir definieren alternativ fiir = (s,¢) und y = (u,v) in R?

r-y=(s,1) (u,v) := (su—tv, sv+tu).

Man rechnet nach ([U]), dass damit (R?, +, ) ein Kérper ist mit 1ge = (1,0) und

= (s ars) Ao

x s2 4127 52 4 2

2LGeordnete Korper mit dieser Eigenschaft nennt man archimedisch geordnet.
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Legt man diese Multiplikation zugrunde, so schreibt man C statt R? und nennt die
Elemente von C komplexe Zahlen.?? Traditionell verwendet man meist z oder w als
Bezeichnung fiir eine komplexe Zahl.

Aus der Definition der Addition und der Multiplikation ergibt sich

(s,0) + (u,0) = (s +u,0) und (s,0)(u,0) = (su,0),

das heift, Addition und Multiplikation der komplexen Zahlen (s,0) und (u, 0) entspre-
chen der Addition und der Multiplikation von s und » in R. Indem wir die komplexe
Zahl (s,0) mit der reellen s identifizieren, konnen wir den Kérper C damit als Erweite-
rung des Korpers R auffassen. Wir schreiben dann auch kurz s statt (s,0). Man nennt

weiterhin

i:=(0,1)eC

die imaginire Einheit in C. Fiir i gilt
i?=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Fiir reelle y < 0 sind damit +i\/—y die Losungen von 2% = y. Nach Satz 2.3 gibt es
keine Ordnung auf C so, dass C zu einem geordneten Korper wird.

Bemerkung und Definition 2.15 Unter Verwendung der imaginiren Einheit kann
man jedes z = (s,t) € C in der Form

z=(s,t) =(5,0)+(0,1)(¢,0) = s+ ti

schreiben. Diese Darstellung heift Normalform (oder kartesische Form) von z. So
ist etwa z = (3,1) = 3 +1 und fiir w =1 —2i gilt

z-w=(3+1)(1—-2i)=5-"5i.
Weiter nennt man Re z := s Realteil von z und Im 2 := ¢ Imaginérteil von z sowie
Zi=s5—1i

konjugiert komplex zu 2.? So ist etwa 3 +i=3 —i.

22Damit ist C nichts anderes als der R-Vektorraum R? mit dem Bonus der Multiplikation -, die bei
erstem Faktor in R nichts anderes als die Skalarmultiplikation in R? ist.
23Geometrisch entsteht Z durch Spiegelung von z an der reellen Achse.
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/N

Abbildung 1: z und z

Fiir z,w € C ergibt sich leicht

z+w=ZzZ+w, ZW = Z - W, (Z) ==

sowie 2Re(z) = 2+ Z und 2ilm(z) = z — Z.

Bemerkung und Definition 2.16 Es sei z = (s,t) = s + ti € C. Die nichtnegative
reelle Zahl
|z| :=Vs? + 12

heifit Betrag von z.2* Insbesondere ist damit |z| > 0 falls z # 0 und |s| = V/s2. Aus
der Definition ergibt sich sofort |z| = [Z] = | — z|, |Rez| < |z| und |[Im z| < |z| sowie

([0])
2> =22 und 1/z =7%/|z|*, falls z # 0.

Fiir 2 =3 +ietwagilt 22=3+1)(3—i)=9+1=|2>und |z| = V9 + 1 = V10.

Satz 2.17 Es seien z,w € C und (z,w) := Re(2w).?® Dann gilt
L. |zw| = |z||w| und |(z,w)| < |z| |w]|.
2. |zt w]? = |22 £ 2 (z,w) + |w|%.

3. (Dreiecksungleichung) |z + w| < |z| + |w].

Beweis. 1. Nach Bemerkung und Definition 2.16 gilt

zwl* = (2w)(7W) = (22)(w) = |2*|w]* = (|2] - Jw])®.

24Der Betrag |z| beschreibt nach dem Satz von Pythagoras anschaulich die Linge der Strecke von
0 nach z in der euklidschen Ebene.
25das kanonische Skalarprodukt in R2.
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Durch Wurzelziehen ergibt sich die erste Behauptung und die zweite folgt daraus mit

|Re(2w)| < |2w| und |w| = |w|.

2. Wieder mit Bemerkung und Definition 2.16 gilt wegen wz = zw
lz+w)® = (+w)(Z+W) =27+ 20 £ wz +ww = |z|* £ 2Re (2w0) + |w|?.

3. Nach 1. und 2. ist |z £ w|* < |2]? +2|2||w| + |w|? = (]z| + |w|)?. Durch Wurzelziehen
folgt die Behauptung. O

Bemerkung und Definition 2.18 Wir schreiben
S:={ze€C:|z| =1}

fir den Einheitskreis in C. Ist z € C*, so gilt z = r{ mit 7 = |z| > 0 und ¢ = z/|2| €
S. Sind ¥ > 0 und ¢’ € S mit z =7'{’, so ist ¥’ = r und ¢’ = (. Also hat jedes z € C*
genau eine multiplikative Zerlegung z = r{ mit » > 0 und ( € S. Diese Darstellung
von z nennt man die Polarform von z.

N

Abbildung 2: Polarform z = r(.
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3 Grenzwerte

Analysis kann man als die Mathematik von Grenzwerten ansehen. Dabei spielt die
Vollstédndigkeit der reellen Zahlen eine entscheidende Rolle. Im Weiteren sei stets

K e {R,C},

also K der Korper der reellen oder der komplexen Zahlen.

Definition 3.1 Eine Menge B C C heifit beschriankt, falls ein R > 0 existiert mit
|z| < R fiir alle z € B.

Sind X eine Menge und f : X — C. so heiit f beschrénkt falls W (f) C C beschiankt
ist. Weiter schreiben wir Z(f) fiir die Menge der Nullstellen von f, also

Z(f) ={zr e X : f(x) =0}.

In Ergénzung zu Bemerkung und Definition 1.22 definieren wir fiir nullstellenfreies
g : X — C die Funktion 1/g : X — C durch

(1/g)(x) :==1/g(x) (v € X)

und damit auch f/g:= f-(1/g).

Definition 3.2 Ist X C K, so heifit ein Punkt a € K ein Haufungspunkt von X,
falls fiir alle § > 0 ein @ € X existiert mit 0 < |z — a| < §.%6 Wir schreiben X' fiir
die Menge aller Haufungspunkte von X. Ist ¢ € X und kein Haufungspunkt von X,
so heifit a ein isolierter Punkt von X.

Wir denken uns K um einen Punkt w erweitert und schreiben im Fall unbeschréankter

X C K auch w € X', sprechen dabei aber nicht von einem Haufungspunkt.

Beispiel 3.3 Fiir X = N ist w € X’ (archimedische Eigenschaft von R). Zudem ist
jedes a € N ein isolierter Punkt von N. Fir X = {1/k, k € N} ist 0 € X',

Definition 3.4 Es seien X C K, a € X’ und p > 0. Fiir a # w setzen wir

Uya):=U,x(a):={z€X:|x—a| <p} und U,la):=U,x(a):=U,(a)\ {a}.

26Man beachte, dass a nicht in X liegen muss.
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Die Menge U,(a) heifit p-Umgebung von a (beziiglich X). Im Falle X =R ist U,(a)
das Intervall (a — p,a+ p), und im Falle X = C ist U,(a) die Kreisscheibe mit Mittel-
punkt a und Radius p. AuBerdem setzen wir

Uy(w) :=U,x(w):={z € X :|z|>1/p}.

Mit diesen Bezeichnungen ist a € X’ genau dann, wenn Up7 x(a) # @ fir jedes p > 0
gilt.

Bemerkung und Definition 3.5 Ist X C K und ist a € X', so heifit f: X — C
abklingend an a, falls zu jedem € > 0 ein 0 = d. > 0 existiert mit |f(z)| < e fiir alle
z € Us(a). Ist f abklingend an a und ist ¢ : X — C mit |g(z)| < R|f(x)| fiir eine
Konstante R > 0, so ist auch ¢g abklingend an a. Auflerdem sind mit f und g auch
f £+ g abklingend an a.

Denn: Es sei € > 0 gegeben. Dann existieren 6,7 > 0 mit |f(z)| < /2 fiir
x € Us(a) und |g(z)| < /2 fiir « € U,(a). Also gilt fiir p = min{d,n} und
z € U,(a) nach der Dreiecksungleichung

1f(x) £ g(z)| < |f(@)| + |g(x)| <e/24+¢/2=c¢.

Existiert eine Konstante ¢ € C so, dass f—c abklingend an a ist, so heifit f konvergent
an der Stelle ¢ und ¢ dann Grenzwert von f an der Stelle a. Man schreibt in diesem
Fall kurz

f(z) — ¢ (x = a).
Aus a € X' folgt, dass hochstens ein Grenzwert ¢ von f an a existiert, denn ist ¢’ ein
weiterer, so ist ¢ —c = (f(x) —¢) — (f(x) — ¢) abklingend an a und damit ¢ = ¢’. Wir
schreiben im Falle der Existenz des Grenzwertes auch

glcl_rg flz):=c.

Ist speziell X C R und nach oben unbeschrénkt, so schreibt man

flx) = c (z— +0) sowie 1_131 f(z) :=c,

(oder kurz  — oo) falls f|xnp,00)(z) = ¢ fiir # — w gilt. Entsprechend schreibt man
in Fall nach unten unbeschrankter X C R

flz) > ¢ (v — —0) sowie lim f(z):= ¢,

T—r—00

falls f|xn(—oo,0(z) = ¢ fiir  — w gilt.
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Bemerkung und Definition 3.6 Es sei (z,),en eine Folge reeller oder komplexer
Zahlen. Wir setzen im Weiteren stets voraus, dass N C Z nach unten beschrinkt und
unendlich ist. Im Falle N = {n € Z : n > m} schreiben wir auch (x,,)22  oder (x,)n>m
oder kurz (z,), wenn m klar oder irrelevant ist.

Da Folgen in C spezielle C-wertige Funktionen mit Definitionsbereich N C K sind,
stehen die Begriffe von vorher zur Verfiigung. Man betrachtet dabei stets Grenzwerte
n — 400. Ist (x,)nen abklingend an +oo, so spricht man auch von einer Nullfolge.
AuBlerdem sagt man kurz (x,) sei konvergent gegen ¢, wenn (z,) — ¢ fir n — 400
gilt. Wir schreiben dann auch

limz,, := lim z,, = c.
neN

Eine Folge, die nicht konvergent ist, heifit divergent. Ist (x,) konvergent, so ist (x,,)
auch beschrankt.

Beispiel 3.7 Ist f(z) = 1/z fiir z € C*, so ist f abklingend an w. Insbesondere ist
(1/n) eine Nullfolge

Abbildung 3: C* 3 z — 1/|z|.

Bemerkung und Definition 3.8 Fiir ¢ € K nennt man eine Folge der Form (¢")
geometrische Folge. Fiir |¢| < 1 ist (¢") eine Nullfolge.

Denn: Ist r := 1/|q| — 1, so ist |¢| = 1/(1 + r), also nach der Bernoulli-
Ungleichung |¢|" < 1/(1 +rn) < r~'/n. Da (1/n) eine Nullfolge ist, ist
auch (¢") abklingend.

Bemerkung 3.9 Es seien f,g: X — C und f abklingend an a. Existiert ein p > 0
so, dass 9|U,,(a) beschrankt ist, so ist auch fg abklingend an a.
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Denn: Es seien R,p > 0 so, dass |g(x)| < R fiir alle z € Up,(a), so ist
|f(x)g(x)| < R|f(z)| fir x € Uy(a). Daher ist auch fg abklingend an a.

Der folgende Satz zeigt, dass die Grenzwertbildung mit den algebraischen Operationen
in C vertréglich ist.

Satz 3.10 Es seien X C K und f,g: X — C. Weiter sei a € X' mit
flx) =b und g(z)—>c (xr—a).
Dann gilt
1. (ftg)(x) = btec (x—a).
2. (f-g)(x) = b-c (z—a).

3. Ist g nullstellenfrei und ist ¢ # 0, so folgt (f/g)(x) — b/c (x — a).

Beweis. 1. Mit f — b und g — ¢ ist auch f + g — (b+ ¢) ablingend an a.
2. Zuniichst existiert ein p > 0 mit |g(z) — ¢| < 1 fiir # € U,(a) und somit auch

l9(x)] = lg(x) —c+c| <1+l
Damit ist g beschrinkt auf U,(a). Weiter ist

f(@)g(x) —be = fx)g(x) —bg(x) +bg(x) — be = (f(x) —b)g(x) + b(g(x) — ¢).

Nach Bemerkung 3.9 ist die rechte Seite abklingend an a, also auch die linke.
3. Nach 2. reicht es, zu zeigen:

(1/g)(x) — 1/c (r — a).

Da ¢ # 0 ist, existiert ein p > 0 mit |g(z) — ¢| < |¢|/2 fiir € U,(a). Also gilt mit der

umgekehrten Dreiecksungleichung ([U])
l9(x)| = le+g(x) —c| = |c| = |g(x) =] > [e] —[e]/2 = [e]/2> 0

und damit |1/g(z)| < 2/|¢| fiir 2 € U,(a). Folglich ist 1/g beschriinkt auf U,(a). Nach

Bemerkung 3.9 ist
1
— = c—g(x
@ e ) I
abklingend an a, also gilt 1/g(x) — 1/c fir z — a. O

1 1
c
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Bemerkung 3.11 Sind X # @ eine Menge und f,g : X — R, so schreiben wir kurz
f < g, falls f(z) < g(x) fir alle z € X gilt. Sind unter den Voraussetzungen des

vorherigen Satzes f, g reellwertig und f < g, so gilt b < ¢ ([U]).

Bemerkung und Definition 3.12 Eine Polynomfunktion oder kurz Polynom
ist eine Funktion p : C — C der Form

d
p(z) = cdzd + Cd—lzd_l +idy = chzk
k=0

mit den Koeffizienten c,...,cq € C. Im Falle ¢; # 0 nennt man deg(p) := d den
Grad von p und cg2¢ den Fiithrungsterm. Polynome verhalten sich fiir grofie || wie
der Fiihrungsterm, d. h.

d—1
P(Z) Ck

—= =1 — 1 — w). 3.1
v s k§0j pyr: (= w) (3.1)

Schieflich haben Polynome vom Grad d € N hochstens d Nullstellen ([U]).

Sind p, ¢ # 0 Polynome, so ist auch p - ¢ ein Polynom, und zwar vom Grad deg(p) +
deg(q). AuBerdem ist C\ Z(q) endlich. Funktionen der Form p/q heilen rational. Sind
p vom Grad d und ¢ vom Grad m mit Fiihrungsterm cy2z¢ bzw. b,,2™, so verhilt sich
p/q nach (3.1) fiir grofe |z| wie der Quotient der Fiihrungsterme, d. h.

(p/q)(2)

(Ca/bm)zd—m —1 (2 = w). (3.2)

,4-2024

4

Abbildung 4: C\ {£i} 3 z — |22/(1 + 2?)|.
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Definition 3.13 Sind X C K, a € X' und f : X — R, so schreiben wir
f(z) = 400 (x — a),

falls fiir alle e > 0 ein § = 6. > 0 so existiert, dass f(z) > 1/e fiir alle z € Us(a).
Entsprechend schreiben wir f(z) — —oo fiir « — a, falls —f(z) — +oo fir z — a
gilt.?”

Beispiel 3.14 1. Es gilt |24| = |2|? — +oo fiir 2 — w und 1/|2]? — +o0 fiir z — 0.
Fiir beliebige Polynome p vom Grad d > 0 folgt auch (3.1) auch |p(z)| — +oo fiir
Z = w.

Abbildung 5: z + |2?| = 2Z.

Fiir reelle z gilt ¢ — +oo fiir * — 400 und 2¢ — 400 fiir z — —oo je nach dem ob
d gerade oder ungerade ist.

2. Ist |g| > 1 so gilt fiir die geometrische Folge (¢") mit r := |¢g| — 1 > 0 nach der
Bernoullischen Ungleichung |¢"| = |¢|" = (1 +7)" > 1+ rn > rn — +oo und damit
auch |¢"| — +o0.

Definition 3.15 Es seien X C R und f : X — R. Dann heifit f
e wachsend, falls f(x) < f(xy) fur alle z1, 29 € X mit x; < 2,
e streng wachsend, falls f(z1) < f(x2) fiir alle z1, 20 € X mit 21 < 29,

e fallend beziehungsweise streng fallend, falls —f wachsend beziehungsweise

streng wachsend ist.

Ist f wachsend oder fallend, so sagen wir, f sei monoton.

2"TMan spricht dann auch von bestimmter Divergenz. Wir sprechen nicht vom Grenzwert +oo.
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Der folgende Satz zeigt, dass monotone Funktionen stets Grenzwerte an sup X und
inf X besitzen. Der Beweis beruht wesentlich der Vollstandigkeit der reellen Zahlen.
Wir schreiben fiir f: X — R und M C X

sup f := sup f(z) :=sup f(M) und inf f := inf f(z) :=inf f(M).

M M reEM

zeM

Satz 3.16 Es seien X C R und a :=inf X, b := sup X.?® Ist f wachsend, so gilt

f(z) = sup f (x — b)
X\{o}

falls b € X" und

f@) = it [ @)

fallsa € X'. Ist [ fallend, so gelten die entsprechenden Aussagen mit sup statt inf und
inf statt sup.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage. Die weiteren ergeben sich in analoger Weise.
Ist f(X) nach oben beschriinkt, so ist ¢ := supy, gy f < +00. Ist £ > 0 gegeben, so
existiert ein x < b mit f(z) > ¢ — . Da f wachsend ist, gilt auch

c> f(@') 2 fz) > c—e

fiir alle 2’ mit z < 2’ <b. Ist f(X) nach oben unbeschrénkt, so ist sup x\ 1y f = +o0.
Dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein z < b mit f(z) > 1/e. Wie vorher ist dann
f(@") > f(z) > 1/e fir alle 2/ mit z < 2’ <. O

Bemerkung 3.17 Als Spezialfall des Satzs 3.16 erhdlt man: Ist (x,),cn eine wach-
sende Folge in R, so gilt

Ty — SUP Ty
neN

und ist (z,)nen fallend | so gilt
x, — inf z,.
nenN
AuBlerdem gilt folgende einfache und wichtige hinreichende Bedingung fiir die Kon-

vergenz von Folgen in R, der Hauptsatz iiber monotone Folgen: Ist (x,),en be-

schrankt und monoton, so ist (2, ),en konvergent.
28

a = —oo und b = +o0 sind zugelassen.
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Bemerkung und Definition 3.18 Die Folge =, := (1 + 1/n)" ist wachsend, denn
fiir n € N gilt mit der Bernoulli-Ungleichung

n — n—1 2 _ n
Tn :<n—|—1> (n 1) :(n 1) n 2<1_1) n _q
Tyl n n n? n—1 n/n—1

Ahnlich kann man zeigen, dass die Folge 3, := (1 4+ 1/n)"*! fallend ist (U]). Nach

den Hauptsatz iiber monotone Folgen sind wegen 2 = z; < z, < y, < y; = 4 beide

Folgen konvergent und wegen z,/y, =1+ 1/n — 1 gilt 2 < limz, = limy, < 4. Man
definiert die Eulersche Zahl e als den gemeinsamen Grenzwert, also

e:=lim(1+1/n)".

Ist (x,) eine konvergente Folge, so ist (z,,) beschrinkt. Wir betrachten nun allgemeine

beschrénkte Folgen.

Bemerkung und Definition 3.19 Es sei (z,,)nen ein beschrankte Folge in R. Ist

by, 1= sup ; (n € N),

jzn

so ist (b,) fallend mit b, > inf,cy z,, also konvergent nach dem Hauptsatz iiber

monotone Folgen gegen inf, ey b,. Den Grenzwert bezeichnet man auch als lim sup ,,.2

Beispiel 3.20 Die Folge (z,,)neny mit z,, := (—=1)"(1 4+ 1/n) ist beschrinkt (wegen
|z,| < 2). Hier ist b, = 1+ 1/n fiir gerade n und 1+ 1/(n + 1) fiir ungerade. Es gilt
also b, — 1 und damit limsup z,, = 1.

Definition 3.21 Ist (x,)neny eine Folge in X und ist J C N unendlich, so nennt
man (z,),cs eine Teilfolge von (x,)nen. Ist (2,)nes konvergent mit Grenzwert ¢, so
schreiben wir x,, — ¢ fiir n € J. Aus der Definition ergibt sich auch sofort: Ist eine Folge
konvergent, so ist auch jede Teilfolge konvergent, und zwar mit gleichem Grenzwert.
Die Folge (z,) aus Beispiel 3.20 ist divergent, hat aber die konvergenten Teilfolgen
(€n)nes und (z,,)ner, wobei J die geraden und I die ungeraden Zahlen bezeichnet, mit

Grenzwert 1 im ersten und —1 in zweiten Fall.

2Entsprechend bezeichnet man den Grenzwert der (wachsenden und beschrinkten) Folge a,, :=

inf;>, x; als liminf z,,.
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Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung fiir die Analysis.

Satz 3.22 (Bolzano-Weierstraf)
Jede beschrinkte Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. 1. Es sei (z,) eine Folge in R. Wir zeigen, dass eine Teilfolge gegen ¢ :=
lim sup x,, konvergiert. Dazu setzen wir ny := min N und definieren eine Folge (ng)72,
in N induktiv: Sind ny, ..., n definiert, so existiert ein m > ng mit ¢ < b, < c+ 1/k
(wobei b, wie in Bemerkung und Definition 3.19). Aufgrund der Definition von by,
existiert weiter ein N 3 j > m mit b,, — 1/k < z; < by,. Mit ng4; = j gilt dann

c—1/k <z, <c+1/k.

Ist J:={ny: k€ Ny}, so gilt z,, — c fiir n € J.

2. Es sei (2, )nen eine Folge in C und z,, = (s,,t,). Dann sind die Folgen (s, ),en und
(tn)nen in R beschrankt (es gilt |s,| < |z,| und |t,| < |z,]). Nach 1. existieren eine
Teilfolge (Sp)ner von (Sp)nen und ein b € R mit s,, — b fiir n € I. Wieder nach 1.
existieren auch eine Teilfolge (t,,)nes von (t,)ne; und ein ¢ € R mit ¢, — ¢ fiir n € J.
Mit Satz 3.10 folgt z, = s, +t,i = b+ ci fiirn € J. O

Bemerkung und Definition 3.23 Es sei X C K.

1. X heifit kompakt®’, falls jede Folge in X eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert
in X besitzt. Jede kompakte Menge ist beschrénkt (sonst wiirde eine Folge (z,,) in X
mit |z,| — +oo existieren, die aber keine konvergente Teilfolge hat).

2. X heifit abgeschlossen, falls jeder Haufungspunkt zu X gehort, also X'\ {w} € X
gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir jede konvergente Folge in X der Grenzwert

in X liegt ([U]). Mit Bemerkung 3.11 sieht man, dass insbesondere etwa Intervalle der
Form [a, b], [a,00) und (—o0,b] und Kreisscheiben

By(a) = {z € C: |z~ < p},

wobei p > 0 und a € K, abgeschlossen sind.

30genauer eigentlich folgenkompakt
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Satz 3.24 (Heine-Borel)
X C K ist genau dann kompakt, wenn X beschrinkt und abgeschlossen ist.>!

Beweis. Ist X kompakt, so ist X beschrankt nach Bemerkung und Definition 3.23,
und fiir jede Folge in X, die konvergiert, liegt der Grenzwert in X (da dies fiir eine
Teilfolge gilt). Ist umgekehrt X beschrankt und abgeschlossen, so hat nach den Satz
von Bolzano-Weierstrafl jede Folge in X eine konvergente Teilfolge und aufgrund der

Abgeschlossenheit liegt jeder Grenzwert einer in X konvergenten Folge in X. O

Bemerkung und Definition 3.25 X € Kundist f : X - Cund a € X' N X,
so heiit f stetig an der Stelle a, falls f(z) — f(a) fiir z — a gilt. Weiter heifit f
stetig, falls f stetig an jeder Stelle a € X ist. Mit C'(X) bezeichnen wir die Menge
aller stetigen Funktionen f: X — C.

Konstante Funktionen f : C — C und die identische Abbildung f = id¢ sind stetig.
Die Funktion f: R — R mit f(z) = 0 fiir  # 0 und f(0) = 1 ist nicht stetig an der
Stelle 0, aber stetig an allen a # 0.

Bemerkung 3.26 Aus Satz 3.10 erhélt man: Ist X C K und sind f,g stetig an
a € X, sosind f+g, f-g und fiir nullstellenfreies g auch f/g stetig an der Stelle
a. In Verbindung mit Bemerkung und Definition 3.25 sieht man, dass Polynome und

rationale Funktionen stetig sind.

Satz 3.27 FEs seien X CK, a € X' und f: X — C mit f(z) — ¢ fir x — a. Weiter
seien U CK, v € U und ¢ : U — X mit o(u) — a firu— v.

1. Ista & p(U), so gilt (f o p)(u) = ¢ firu—v.

2. Ist a € o(U) und ist f stetig an a, so gilt (f o ¢)(u) — f(a) firu — v.

Beweis. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein n > 0 mit

lf(x) —c| <e (x € Uy(a)). (3.3)

31 Aquivalent ist iibrigens auch X’ C X.
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Weiter existiert ein § > 0 so, dass (u) € U, () fiir u € Us(v). Ist a € o(U), so ergibt
sich | f(g(u)) — ¢ < ¢ fiir u € Us(v). Ist f stetig an a, so ist (3.3) mit ¢ = f(a) und
fiir = a erfiillt, also | f(¢(u)) — f(a)| < ¢ fiir u € Us(v). O

Bemerkung 3.28 Insbesondere ergibt sich aus Satz 3.27, dass die Komposition fop
stetiger Funktionen ¢ : U — X und f : X — C stetig ist. AuBerdem ergibt sich durch
Anwendung auf Folgen ¢ = (x,,)nen, dass Stetigkeit von f Folgenstetigkeit impliziert,
d. h. es gilt f(z,) — f(a) fiir alle Folgen (z,) mit z,, — a. Umgekehrt folgt aus
Folgenstetigkeit auch Stetigkeit.

Denn: Angenommen. f ist nicht stetig an a. Dann existieren ein £ > 0 und
zu jedem n € Nein z, € X mit |f(x,)— f(a)| > € und |z, —a| < 1/n. Fiir
die so gefundene Folge (z,,) gilt z,, — a, aber die Folge (f(x,,)) konvergiert
nicht gegen f(a).

Ein hohes Gut sind Aussagen iiber Bildmengen stetiger Funktionen.

Satz 3.29 FEs seien X C K kompakt und f : X — C stetig. Dann ist f(X) ebenfalls
kompakt.

Beweis. Es sei (y,) eine Folge in f(X). Wir wihlen z, € X mit y, = f(z,). Da X
kompakt ist, existieren ein a € X und eine Teilfolge (x,,)ner von (z,) mit x,, — a fiir
n € I. Da f stetig ist, folgt v, = f(x,) — f(a) € f(X) fiir n € I. O

Wir betrachten reellwertige Funktionen und kommen zu einer weiteren Aussage iiber
Bildmengen, die die Losbarkeit von Gleichungen in R nach sich zieht. Der Beweis

beruht wieder ganz wesentlich auf der Vollstdndigkeit von R.

Satz 3.30 (Zwischenwertsatz)
Es seien I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist f(I) ein Intervall, d. h.
zu jedem y € R mit inf; f <y < sup; f existiert ein & € I mit f(§) = y.
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Beweis. Zunichst existieren nach Definition des Supremums und des Infimums u, v €
f(I) mit u < y < v. Wir wihlen a,b € I mit f(a) = u und f(b) = v, wobei wir ohne
Einschrankung a < b annehmen. Da [ ein Intervall ist, ist [a,b] C I. Wir setzen

M :={x € |a,b] : f(z) <vy}.

Dann ist M # @ (da a € M) und beschrinkt, also existiert £ := sup M. Dabei ist
€ €la,bl,alsoauch £ € Tund £ € MUM’. Ist £ € M, so gilt f(£) < y nach Definition
von M. Ist £ € M’ so gilt f|y(x) — f(&) fir x — & wegen der Stetigkeit von f an &.
Aus f(z) < y fiir alle x € M ergibt sich wieder f(§) < y, jetzt mit Bemerkung 3.11.
Also ist stets f(£) < y. Insbesondere ist £ < b und mit y < f|ep(x) = f(§) fiir o — &
damit auch y < f(§), wieder nach Bemerkung 3.11. Also ist insgesamt f(§) =y. O

Satz 3.31 (k-te Wurzeln)
Ist k € N, so ist die Funktion f : [0,00) — [0,00) mit f(x) = x* bijektiv. Man schreibt
VY= f"y) firy = 0.

Beweis. Mit I := [0,00) gilt 0 = f(0) € f(I) und aus f(z) = 2% — +oo fiir z — +oo
folgt sup; f = oo. Da [ stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz zu jedem y > 0
ein § € I mit f(&) = y, also existiert {/y. a

Streng wachsende oder fallende Funktionen auf Intervallen I sind bijektive Abbildun-
gen f: I — W(I). Obwohl solche f im Allgemeinen nicht stetig sind, gilt

Satz 3.32 FEssei I C R ein Intervall und es sei f : I — W(f) streng wachsend. Dann
ist f~1: W(I) — R streng wachsend und auf (W (I))" stetig.>

Beweis. Wir setzen J := W(f). Angenommen, es existieren u,v € J mit v < v und
s:= f"Hu) > f~H(v) =: t. Dann gilt u = f(s) > f(t) = v, da f (streng) wachsend ist.
Widerspruch! Also ist f~!: J — I streng wachsend.

Wir zeigen die Stetigkeit: Dazu seien u € J und € > 0 gegeben. Wir setzen t := f~*(u).
Ist t # sup I, so existiert ein h = h. € (0,&) mit t+h € [. Mit 6" := 6 := f(t+h)—u >
0 gilt fiir alle v € J mit u <v <u+d" = f(t+h)

0< f ()= fuw) < fHu+0T)— fHu)=t+h—t=h<e.

32¢ine entsprechende Aussage gilt natiirlich fiir fallende f.
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Ist t # inf I, so sieht man entsprechend: Es existiert ein 6~ > 0 so, dass
0< fH(u)—fHv) <e

fir alle v € J mit v —§~ < v < w. Damit ergibt sich |f~!(v) — f~!(u)| < e fiir alle
v e Jmit v —ul <d:=min{o",0”}. O

Definition 3.33 Es seien X # () eine Menge und f : X — R.
1. Man sagt, f wird maximal (oder f hat ein Maximum), falls

m)e(xxf = max f(z) := max f(X)

rzeX

existiert. Ist g € X so, dass f(xg) = max f gilt, so sagt man, dass f an xy, maximal

wird (oder dass f an zy das Maximum annimmt).

2. Man sagt, f wird minimal (oder f hat ein Minimum), falls
n}}nf = gél)r(lf([l?) :=min f(X)

existiert. Ist o € X so, dass f(xg) = rr}}nf gilt, so sagt man, dass f an zy minimal
wird (oder dass f an zy das Minimum annimmt).

3. Ist M C X, so sagt man, dass f maximal auf M wird, falls f|); ein Maximum
hat. Entsprechend sagt man auch, f wird minimal auf M, falls f|y; ein Minimum
hat.

Beispiel 3.34 1. Die Funktion f : R — R mit f(z) = 2% wird wegen f(z) > 0 = f(0)
minimal. Da f(X) = [0, 00) nach oben unbeschrénkt ist, wird f nicht maximal.

2. Die Funktion f: R — R mit f(z) = 2/(1+|z|) ist beschrdnkt und stetig, wird aber
weder maximal noch minimal

3. Die Funktion f : R — R mit f(z) = 1/(1 + 2?) wird wegen f(z) < 1 = f(0)

maximal, aber nicht minimal.

Ist X C R, soist wegen sup X C X U X’ und inf X € X U X’ ([U]) fiir kompakte X
stets sup X = max X und inf X = min X. In Verbindung mit Satz 3.29 erh&lt man

Satz 3.35 Es seien X C C kompakt und f : X — R stetig. Dann wird f sowohl
maximal als auch minimal.
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-0.5-

Abbildung 6: = +— 2%, z + x/(1 + |z|), z — 1/(1 + 2?).

Definition 3.36 Ist X C K und ist f: X — C, so heifit f gleichmifig stetig, falls
zu jedem e > 0 ein § > 0 existiert mit |f(x) — f(2')| < e fir |z — 2/| < 4.

Satz 3.37 Ist X C K kompakt und ist f : X — C stetig, so ist f gleichmaffig stetig.

Beweis. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es ein € > 0 so, dass zu
jedem n € N Punkte z,, 2/, € X existieren mit | f(z,)— f(z],)| > € und |z, —2),| < 1/n.
Die Folge (x,) hat eine konvergente Teilfolge (x,,)ne; mit Grenzwert ¢ € X. Wegen
|zp, — | <z, — 2| + |2}, — ¢| < 1/n+ |z], — c| konvergiert auch (2] ),e; gegen c. Da
f (folgen-)stetig ist, erhélt man die widerspriichliche Aussage

e < [f(@) = flan)l < [f(25) = f()| + [f(e) = fan)] = 0

firnel. O
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4 Reihen und die Exponentialfunktion

Bemerkung und Definition 4.1 Es sei (ay,),>m eine Folge in K. Die Folge (sp,)n>m
der Partialsummen oder Teilsummen

sn::Zak::am—{—---—i-an (n>m)
k=m

heifit (die mit der Folge (a,) gebildete) Reihe. Die a;, heiflen dann Reihenglieder.

Ist die Folge (s,) konvergent, so heifit lim s, der Reihenwert und man schreibt
n—oo

o0
E ap := lim s,.
n—oo

k=m

Traditionell wird neben dem Reihenwert auch die Teilsummenfolge (s,) mit > ay
k=m
bezeichnet. Das ist ganz praktisch, weil man dann kurz von Konvergenz oder Divergenz

[&.°] o0

von »_ aj sprechen kann. Man beachte aber, dass das Symbol ) a; damit zwei
k=m k=m

Bedeutungen hat: Erstens steht es fiir die Folge (s,) der Teilsummen und zweitens

[e.e]
(im Falle der Konvergenz!) fiir ihren Grenzwert.* Ist k > m, so ist Y ax genau dann
=k
00 00 k—1 00
konvergent, wenn > a; konvergiert, und in diesem Fall ist Y ap = > ar + > ag.
k=m . ) . . . k=m k=m ) k=k
Fiir Konvergenzuntersuchungen ist es also unwichtig, wie die untere Summationsgrenze

aussieht.

Beispiel 4.2 1. Es sei ¢ € C. Dann heiit Y ¢* eine geometrische Reihe. Fiir |¢| < 1
k=0

gilt nach der geometrischen Summenformel > ¢* = (1 — ¢"™)/(1 —¢q) — 1/(1 — q)
k=0

(n — o0). Also ist die geometrische Reihe Y ¢* fiir |¢| < 1 konvergent mit

k=0
> 1
qu - 1—q°
k=0

33 Allgemeiner betrachtet man auch Reihen in normierten Réumen. Sind (X, |- |z) ein normierter
Raum (siehe Lineare Algebra), (an)n>m eine Folge in X und (s,) die Folge der Partialsummen, so
heifit die Reihe konvergent, falls ein ¢ € X existiert mit |s, —c|g — 0 (n — 00). Man verwendet dann
die entsprechenden Schreibweisen.
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Fiir ¢ = 1/2 ergibt sich > 1/2¥ = 2 und damit auch > 1/2% = 1. Abbildung 7 ver-
k=1 k=1
anschaulicht die letzte Reihe als Grenzwert der Teilsummenfolge in Form von Recht-

eckflichen. Die grau unterlegte Fliche entspricht der Teilsumme s5.

1.

0.8

0.6

0.4

0.2

0.

Abbildung 7: Veranschaulichung von Y 1/2F = 1.
k=1

n—1
2. Nach Beispiel 1.19 gilt >~ 1/(k(k+1))=1—-1/n— 1 (n — o0), also
k=1

;kk—i—l

Bemerkung 4.3 Durch Anwendung von Satz 3.10 ergibt sich leicht: Sind > a und

k=m

>~ bi konvergente Reihen in K und ist A € K, so sind auch Y (ax + bx) und > Aag

k=m k=m k=m
konvergent mit

Zak+bk Zak—l—zbk und Z)\ak:)\Zak
k=m k=m k=m k=m

Beispiel 4.4 Mit Beispiel 4.2 und Bemerkung 4.3 ist

o0

23k+4 >, 3k 1 1
Z = Z_k 4Z5k: 1—3/5+4'1—1/5:10'

k=0 k=0

Bemerkung 4.5 Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ist, dass

die Reihenglieder eine Nullfolge bilden, das heiit, ist ) a; konvergent, so gilt

k=m

a, =0 (n — 00).
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n o
Denn: Mit s, := > ar und s := > a gilt a, = s, —$p1 > s—5=0
k:m k:m

Beispiel 4.6 1. Ist a, = ¢" mit |q| > 1, so ist |a,| > 1 (n € N), also ist > ¢* sicher
k=0

o0

divergent. Damit ergibt sich fiir geometrische Reihen insgesamt: > ¢ ist genau dann
k=0

konvergent, wenn |g| < 1 ist.

2. Wir betrachten die harmonische Reihe ) 1/k. Hier ist (a,) = (1/n) eine Null-
k=1

folge. Wegen
2m

t o= Y 1k>2""12m=1/2

k=2m—141
gilt
2k

k
1
SQkZZEzl‘f—Zthl‘f‘k/Q—)O@ (k — 00).
k=1 m=1

Also ist (s,) unbeschrénkt, und damit ist die harmonische Reihe divergent. Das Bei-
spiel zeigt, dass die notwendige Bedingung a,, — 0 (n — oo0) aus Bemerkung 4.5 im
Allgemeinen nicht hinreichend fiir die Konvergenz der mit a,, gebildeten Reihe ist.

Von fundamentaler Bedeutung fiir die Analysis ist

Satz 4.7 Es sei (an)n>0 eine Folge in K. Ist > |ax| konvergent, so ist auch ) ag
k=0 k=0
konvergent.

Beweis. Zunéchst gilt fiir die Teilsummen s, mit der Dreiecksungleichung

n o0
ES S TED ST )
k=0 k

=0
Also ist (s,) beschriankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weiersrra$l existieren ein s € K

und eine Teilfolge (8., )mes mit s, — s fiir m — oo.

Ist € > 0 gegeben, so existiert ein R > 0 mit

Z]ak| <e (m > R).
k=m
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Wé&hlt man m € [ mit |s,, — s| < e und m > R, so erhélt man fiir n > m

o0
|5n — 8| < IS — S| + [$m — 8| < Z|ak| + |sm — s| < 2e.
k=m
Damit gilt s,, — s fiir n — oo. O

Bemerkung und Definition 4.8 Es sei (a,),>m eine Folge in K. Die Reihe ) ay

k=m

heiBt absolut konvergent, falls > |ax| konvergiert. Nach Satz 4.7 ist jede absolut
k=m
konvergente Reihe auch konvergent. Aulerdem gilt dann

0
>
k=m

<Y al. (4.4)

Ist > a konvergent und ist > |ax| divergent, so heifit Y  ax bedingt konvergent.

k=m k=m k=m

Wir wollen zeigen, dass es konvergente Reigen gibt, die nicht absolut konvergieren.
Dazu betrachten wir alternierende Reihen, d. h. Reihen der Form Y (—1)*a; mit

an, > 0.

k=m

Satz 4.9 Es sei (a,)n>0 eine fallende Folge in [0,00).

n

1. Fiir s, .= >_(=1)*ay, gilt s,, > 0 mit fallender Teilfolge (s, )nean, und wachsen-
k=0
der Teilfolge (Sp)neang+1-

2. (Leibniz-Kriterium) Ist (a,) eine Nullfolge, so ist Y (—1)kas konvergent.
k=0

Beweis. 1. Fiir ungerades n € N ist

n

Sp = Z(—l)kak = (ao — CL1) + (CLQ — ag) + -+ (Cln_l — an) Z 0



4 REIHEN UND DIE EXPONENTIALFUNKTION 44

und damit auch s,41 = s, + a1 > 0. Weiter gilt fiir n > 2

5 — 519 = (—1)"L(an_s — ay) <0, falls n gerade .
>0, falls n ungerade

Damit ist (s,,)neon, fallend und (s,)neon,+1 Wachsend.

2. Nach 1. und dem Hauptsatz {iber monotone Folgen existiert ein s € [0,00) mit
Sp — s (2N 5 n — o0). Dann gilt auch s,.1 = s, —ap1 — s 2N 2 n — o0).
Zusammen ergibt sich s, — s fiir n — oc. O

Beispiel 4.10 Wihrend die harmonische Reihe > 1/k nach Beispiel 4.6 divergiert,
k=1

konvergiert die alternierende harmonische Reihe S~ (—1)%/k nach Satz 4.9.
k=1

Im Falle von Reihen mit nichtnegativen Gliedern, wie etwa der harmonischen Reihe,
konnen nur zwei wesentlich unterschiedliche Situationen auftreten.

Bemerkung 4.11 Ist (a,) eine Folge in [0, 00), also a,, > 0 fur alle n, so ist die Teil-

summenfolge (s,,) wachsend. Damit ist entweder (s,) beschrénkt und dann konvergent

nach dem Hauptsatz tiber monotone Folgen mit > a; = sup, oy S, < 00 oder (sy,)
k=m

unbeschrankt mit s, — oo (n — 00). Man schreibt im zweiten Fall auch > ap = oc.
k=m
Bemerkung und Definition 4.12 (Majorantenkriterium) Es seien (ay,)p>m und

(by)n>rk Folgen mit 0 < a, < b, fiir alle gentigend grofien n. Man nennt dann ) by

k=k
oo [e.o] [e.o]
eine Majorante von ) aj. Ist ) by konvergent, so ist auch ) a; konvergent.
k=m k=k k=m

Denn: Es sei ng € N mit 0 < a,, < b,, fiir n > ng. Aus

Zakﬁzbkﬁzbk (n > nyg)

k=ng k=ngo k=ng
folgt die Beschrianktheit der Teilsummen s, = >  a;. Nach Bemerkung
k=ngo

4.11 ist > ay konvergent und damit auch 3 ay.

k=ng k=m
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Beispiel 4.13 (Allgemeine harmonische Reihen) Nach Beispiel 4.6 ist > 1/k = oc.
k=1
Ist andererseits 1 < d € N, so gilt 1/k% < 1/k* < 1/((k—1)k) fiir k > 2. Nach Beispiel

4.21ist 3 1/((k—1)k) konvergent, also konvergente Majorante von > 1/k?. Nach dem
k=2 k=1

o0
Majorantenkriterium konvergiert > 1/k%.
k=1

Wiéhlt man als spezielle Majorante eine geometrische Reihe, so erhélt man weitere

Konvergenzkriterien:

Satz 4.14 (Wurzelkriterium und Quotientenkriterium)

FEs sei (ap)n>m €ine Folge in [0,00). Dann ist > ax konvergent, falls eine der folgen-
k=m

den Bedingungen erfillt ist
1. FEs existiert ein ¢ < 1 mit /a, < q fir alle geniigend groffen n.

2. Es existiert ein ¢ < 1 mit a, > 0 und a,.1/a, < q fir alle geniigend grofien n.

Beweis. 1. Nach Voraussetzung ist 0 < a,, < ¢" fiir alle geniigend grofien n. Aus

der Konvergenz der geometrischen Reihe > ¢* folgt die Konvergenz von > a; mit
k=0 k=m
Bemerkung 4.12.

2. Es sei ng € N so, dass a, > 0 und a,+1/a, < ¢ fir n > ng. Induktiv ergibt sich mit
A= ap,q "
an < q" May, = A" (n > np).

Wie in 1. folgt damit die Behauptung aus der Konvergenz von >_ ¢. O
k=0

Bemerkung 4.15 Sind (a,)n>m eine Folge in [0, 00) mit {/a, — r < 400 (n — 00),

so ist die Bedingung 1. aus Satz 4.14 fiir jedes ¢ > r erfiillt. Also ist die Reihe > aj im
k=m
Falle r < 1 konvergent. Aus a,+1/a, — r (n — o0) folgt zudem a,, — r (n — o0).
Denn: Ist € > 0, so sieht man wie im Beweis zum Quotientenkriterium,
dass ein A > 0 existiert mit A(r — )" < a, < A(r + ¢)" fiir n geniigend
groB. Wegen /A — 1 (n — o00) gilt r — e < y/a, < 7+ ¢ fiir n geniigend
grof.
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Bemerkung und Definition 4.16 Es sei ¢, := 1/n! fir n € Ny und z € C*. Wegen

Cn+12n+1 =

Cp 2™ :n—i—l

-0 (n— o0)

ist die Reihe Y 2*/k! nach dem Quotientenkriterium absolut konvergent. Konverenz
k=0
gilt natiirlich auch fiir z = 0. Die Funktion exp : C — C, gegeben durch

oo

exp ZZ— (ZEC),

k=0

heifit Exponentialfunktion. Nach Definition ist exp(0) = 1 und zudem exp(R) C R.
Allgemeiner gilt exp(%) = exp(z) fiir alle z € C ([U)).

Wir wollen Eigenschaften der Exponentialfunktion herleiten, die von fundamentaler
Bedeutung fiir die Mathematik sind.

Satz 4.17 Fir alle z,w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) - exp(w) .

Beweis. Fiir z,w € C und n € Nsetzen wir J,, := {(u, k) € {0,...,n}? : p+k > n+1}

sowie 7, ;== Y. 2Fw”/(k!u!). Dann gilt mit der binomischen Formel
(k,p)€JIn

n k n w ’LUM kwu

k=0 k,u<n k=0 k,u<n,k+u==k

n k _
kwk k

1
= T”+sz_r”+kzz()ﬁ(z+w)k_:r"+5"‘

k=0 k=0

Die Folge auf der linken Seite konvergiert gegen exp(z)exp(w) fiir n — oo und (s,)
gegen exp(z + w). Daher reicht es zu zeigen, dass (r,) eine Nullfolge ist. Wieder mit
binomischer Formel gilt

2n

2] * ] |2 *lw]** 1 .
7| < Z Rl < :Z Zk'(k I Z E(|Z|+|w|) :

k=n+1
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Wegen der Konvergenz von > (]z]| + |w])¥/k! konvergiert die Folge auf der rechten

k=0
Seite nach dem Cauchykriterium gegen 0 fiir n — co. Also gilt auch r, — 0. O

Bemerkung und Definition 4.18 Wegen
1 =exp(0) = exp(z — 2) = exp(2) - exp(—=2)

gilt
exp(—z) = 1/ exp(z)
fiir z € C. Insbesondere ist exp(z) # 0. Induktiv ergibt sich aus Satz 4.17 damit auch

exp(mz) = (exp(2))™ (meZ).

Fiir |z| <1 gilt weiterhin

exp(z) — 1 NP =1
f‘l‘ = |Z|kz ety = |Z|kz(k;+2)! =0 (z=0).
=0 =0

Insbesondere ist exp stetig an 0. Fiir allgemeines a € C gilt damit

exp(z) = exp(a) - exp(z —a) = exp(a) (z — a)

Damit ist exp stetig.

Satz 4.19 Die Funktion exp |r ist streng wachsend mit exp(R) = (0, 00). Auferdem
gilt exp(t) /t" — +o00 (t — +00) fiir alle n € N.3*

Beweis. Aus

fiir > 0 und exp —z = 1/ exp(x) folgt exp(R) C (0, 00) und zudem exp(t) — +oo fiir
t — +oo sowie exp(t) = 1/ exp(—t) — 0 fiir £t - —oo. Nach dem Zwischenwertsatz ist
exp(R) = (0,00). Fiir s < t ergibt sich exp(t)/exp(s) = exp(t —s) > 1+ (t —s) > 1
und damit exp(t) > exp(s). Also ist exp |g streng wachsend. Schliefilich ist fiir n € N
und ¢ > 0 auch exp(t) > ¢"™'/(n + 1)! und damit folgt exp(¢)/t" > t/(n + 1)! — 400
fiir t — 4-o00. O

34Eine Variante von exponentiell vs. polynomial.
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Bemerkung und Definition 4.20 Nach Satz 4.19 und Satz 3.32 existiert die Um-
kehrfunktion von exp |g auf dem Intervall (0, 00) und ist dort stetig und streng wach-
send. Diese Funktion nennt man die (natiirliche) Logarithmusfunktion und schreibt
dafiir In oder auch log. Aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponentialfunktion

ergibt sich leicht ([U]):
1. Fiir alle s,t > 0 ist In(st) = In(s) + In(?).

2. Fur alle t > 0 und alle m € Z ist In(t™) = mIn(t).

Bemerkung 4.21 Mit 4.18 erhélt man

1 exp(In(1+1/n))) —1
= — 1,
nln(l+1/n) In(1+1/n)
also auch In((1 + 1/n)") — 1. Wegen der Stetigkeit von In ist damit In(e) = 1 bzw.

exp(1l) =e.

Definition 4.22 Nach Bemerkung 4.20 ist fiir a > 0 und m € Z
a™ = exp(In(a™)) = exp(mIna).

Man definiert fiir allgemeines z € C

a® :=exp(z-Ina) .

Insbesondere ist exp(z) = e*. Aus den Rechenregeln fiir In und exp erhélt man zudem
a'/™ = Y/a fiir a > 0.

Satz 4.23 Es seien a,b >0, c € R und z,w € C. Dann gilt

afa’ = a*™,  a®b* = (ab)® und (a°)? =a*.

Beweis. Es gilt

aca¥ = ezlnaewlna — ezlna+wlna — e(er'w) Ina _ a*tv

und

a*b® = ezlnaezlnb — ez(lnaJrlnb) — ezln(ab) — (CLb)Z.

Fiir ¢ € R ist a® = e™% > 0 und damit (a°)? = e?n(""") = gezlne — ez, O
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5 Trigonometrische Funktionen und Wurzeln

Bemerkung und Definition 5.1 Die Funktion cos : C — C, gegeben durch

1 . .
cos z == cos(z) 1= 5(6” +e %) (z€C),

heifit Kosinusfunktion. Die Funktion sin : C — C, gegeben durch

(5= (:€0),

1
sin z := sin(z) = %
i

heifit Sinusfunktion. Damit gilt fiir alle z € C die Eulersche Formel
€' = cos z + isin z. (5.1)

AuBerdem ergibt sich fiir ¢ € R mit e = e = ¢it

cost = 5(6” + eit) = Re(e"), sint = ?(e“ — eit) = Im(e")
i

und damit auch 1 = ee™ = |¢¥|? = cos?(z) + sin®(x).

Bemerkung 5.2 Aus der Stetigkeit von exp ergibt sich unmittelbar die Stetigkeit
von cos und sin. Weiter folgt aus der jeweiligen Definition sofort cos(0) = 1, sin(0) = 0
und cos(—z) = cos z sowie sin(—z) = — sin z. Schliefilich gilt

Abbildung 8: s + it — Re(e**) = e cos(t)

cos(z) = ) (_1). 2% und sin(z) =) (Q(k_l) !ZQ]€+1

k=0 T 1)
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mit absoluter Konvergenz der Reihen fur alle z € C ([U]). Abbildung 8 zeigt den
Realteil der komplexen Exponentialfunktion. Das Schwingungsverhalten der reellen
Kosinusfunktion spiegelt sich wider im Verhalten des Realteils der Exponentialfunktion
entlang der imaginéren Achse.

Satz 5.3 (Additionstheoreme)
Fiir alle z,w € C gilt

cos(z + w) = cos z cos w — sin z sin w

und
sin(z + w) = sin z cosw + cos z sin w.

Beweis. Wegen (v + 1)(v+ 1) + (u— 1)(v — 1) = 2(uv + 1) fiir u,v € C ergibt sich
mit u = e** und v = "

(eiz + e—iz)(eiw + e—iw) + (eiz _ e—iz)(eiw _ e—iw) — 2€—ize—iw(62i262iw + 1)
2<€z’(z+w) +€_i(z+w)).

Nach Division durch 4 ergibt ich die erste Aussage. Die zweite erhélt man entsprechend
mit (u—1)(v+1)+ (u+1)(v—1) = 2(uv — 1). O

Bemerkung 5.4 Speziell ergibt sich mit w = —z aus dem ersten Additionstheorem
mit Bemerkung 5.2 die Indentiit cos® +sin? = 1 auch auf C.

Wir nutzen nun den Zwischenwertsatz und damit einmal mehr die Vollstandigkeit von

R, um die Kreiszahl 7 zu definieren. Dazu beweisen wir vorbereitend

Satz 5.5 Firt € (0,v/6) und m € Ny gilt

2m+1 i £2k+1 2m i £2k+1
0< —1)f—— <sint < 1) —— < &
;( Voo St —;( Ty

Auferdem existiert ein & € (0,2) mit cos(§) = 0.



5 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN UND WURZELN o1

Beweis. 1. Fiir n € Ny und ¢ € (0,v6) setzen wir a,(t) := t***'/(2n + 1)! und

su(t) == Y (=1)kar. Wegen a,(t)/a,_1(t) = t2/(2n(2n + 1)) < 2/6 < 1 fiir n € N ist
k=0
(a,(t)) fallend. Also folgt aus Satz 4.9

0 <t(1—1/6) = 51(t) < Soma1(t) <sint < sop(t) < so(t) =t (m € Np).

2. Nach 1. ist sinl > s;(1) = 5/6 > 1/4/2. Also ist cos’1 = 1 —sin*1 < 1/2. Da
cos stetig ist mit cos(0) = 1, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein 7 € (0,1) mit
cos T = 1/4/2. Damit ist wegen sin7 > 0 auch sinT = 1/4/2, also

¥ = (e')? = (cosT +isinT)? = (1+1)*/2 = i.

Fiir £ = 27 ist cos(§) = Re(e®) = 0. O

Abbildung 9: ¢ + sint (blau), ¢t — ¢ und t — (1 — ¢2/6).

Bemerkung und Definition 5.6 Nach Satz 5.5 ist M := {t > 0 : cost = 0} C
(0, 00) nichtleer. Wir definieren die Kreiszahl 7 als

m:=2-inf M € [0,4).
Aus der Stetigkeit von cos folgt inf M = min M, also
cos(m/2) =0

und insbesondere 7/2 > 0. Nach dem Zwischenwertsatz sowie cost = cos(—t) ist
cost > 0 fiir t € (—7/2,7/2). Aus 1 = cos?(7/2) + sin?(7/2) = sin®(7/2) und
sin(m/2) > 0 ergibt sich

sin(7/2) =1
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und damit e™/? = cos(7/2) + isin(7/2) = i, also auch ¢ = —1 3° und " = 1.

Bemerkung und Definition 5.7 1. Sind (X, +) eine Halbgruppe, a € X und f :
X — Y, so definieren wir o,f : X — Y durch

(0of)(x) := f(x+a) (x € X).

Man nennt f periodisch mit Periode a (oder kurz a-periodisch), falls o, f = f gilt,
d. h. falls f(z +a) = f(x) fiir alle z € X erfiillt ist.

2. Fiir die Exponentialfunktion gilt o, exp = e®exp fiir alle a € C. Mit Bemerkung
und Definition 5.6 erhélt man damit 042 exp = Liexp sowie 0 exp = — exp und
092ir €Xp = exp. Insbesondere ist exp periodisch mit Periode 2i7w

Satz 5.8 FEs qgilt
1. 0y/2€08 = —8in, 0y COS = — COS und o9, COS = COS

2. Or/28In = COS, 0rsin = —sin und o, sin = sin.

Beweis. Nach Bemerkung und Definition 5.7 ist
2cos(z + m)2) = T2 BT — it e — _9gin 2.
Entsprechend ergeben sich die weiteren Aussagen. O

Aus folgendem Satz ergibt sich in Kombination mit dem vorhergehenden die Monotonie

von cos auf Intervallen der Form [0, 7]+ k7 und von sin auf [—7/2, 7 /2] + kr fir k € Z.

Satz 5.9 Es qilt
1. sin |[_r/2,5/9) 45t streng wachsend mit sin([—7/2,7/2]) = [-1,1].

2. cos|[o,x ist streng fallend mit cos([0,7]) = [—1,1].

35Die Formel €™ 4+ 1 = 0 kombiniert iiber die imaginire Einheit i in eleganter Weise die reellen
Zahlen 0,1, e und .
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Beweis. 1. Wegen sin(7/2) = 1 und sin(—n/2) = —sin(n/2) = —1 ergibt sich mit
dem Zwischenwertsatz sin([—7/2,7/2]) D [—1,1]. Aus dem 2. Additionstheorem folgt
fir z,w € C

sin(z + w) — sin(z — w) = 2 cos(z) sin(w) .

Also ergibt sich fiir s,t € R
sin(2t) —sin(2s) = sin(t + s+t —s) —sin(t + s — (t — s)) = 2cos(t + s) sin(t — s) .

Ist —w/4 < s <t <m/4 s0gilt t+s € (—n/2,7/2) und t — s € (0,7/2]. Nach
Bemerkung 5.6 ist cos(t+ s) positiv und mit Satz 5.8 auch sin(t — s). Also ist sin(2s) <
sin(2t). Damit ist sin|[_x/2 /2] streng wachsend und sin([—7/2,7/2]) C [-1,1].

2. Die zweite Aussage folgt aus 1. mit Satz 5.8. O

Bemerkung und Definition 5.10 Die nach Satz 3.32 und Satz 5.9 auf [—1, 1] exi-
stierende, streng wachsende und stetige Umkehrfunktion von sin |[_y /o r/ heifit Ar-
kussinus (kurz arcsin). Entsprechend bezeichnet man die auf [—1, 1] existierende und
dort streng fallende und stetige Umkehrfunktion von cos | -] mit Arkuskosinus (kurz
arccos). Weiterhin kann man zeigen, dass tan streng wachsend in (—7/2,7/2) und cot
streng fallend in (0,7) sind mit W (tan |(_./ax/2)) = W(cot |0.r) = R ([U]). Also exi-
stieren auf R die — dort stetigen — Umkehrfunktionen, genannt Arkustangens (kurz
arctan) beziehungsweise Arkuskotangens (kurz arccot), mit entsprechenden Mono-

tonieeigenschaften.

Hinsichtlich der Nullstellen der trigonometrischen Funktionen gilt

Satz 5.11 Es gilt
1. Z(exp —1) = 2wiZ.
2. Z(sin) = nZ und Z(cos) = nZ + /2.
Beweis. 1. Aus der 2mi-Periodizitit von exp und e® = 1 folgt Z(exp —1) D 2miZ.

C: Da cos streng fallend auf [0, 7] ist und cos(2m — t) = cos(—t) = cost fiir alle t € R
gilt, ist cos(t) < 1 fiir alle t € R\ 27Z, also € # 1 fiir t € R\ 27Z. Ist nun z = s + it
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mit e = 1, so gilt 1 = |e*| = e’le*| = e* und folglich s = 0. Damit ist e = 1, also
t € 217, das heifit z = it € 2miZ.

2. Es gilt 0 = 2isin z = ¢”* — e~ genau dann, wenn e?* — 1 = ( ist. Aus 1. ergibt sich
damit Z(sin) = 7Z und mit Satz 5.8 dann auch Z(cos) = 7Z + /2. O

5

Abbildung 10: z — Re(cot 2)

Bemerkung und Definition 5.12 Die Tangensfunktion tan : C\ (7Z+7/2) — C
und die Kotangensfunktion cot : C\ 7Z — C sind definiert durch
sin z cos z

tanz ;= , cot z 1= — .
CoS z sin z

Da Quotienten stetiger Funktionen stetig sind, sind mit Bemerkung 5.2 die Funktionen
tan und cot stetig auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen.

Beispiel 5.13 Es sei f,g: C* — C definiert durch

f(2) :=cos(m/z) (z#0).

Dann gilt Z(f) = {(n +1/2)"! : n € Z}. Insbesondere hat f in jeder Umgebung von
0 unendlich viele Nullstellen. Die Funktion f],c) hat keinen Grenzwert an 0.

Wir haben bereits gesehen, dass die komplexe Exponentialfunktion nullstellenfrei ist.
Wir zeigen nun, dass jede komplexe Zahl w # 0 als Funktionswert angenommen wird.
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A
BT

Abbildung 11: ¢ — cos(7/t)

Satz 5.14 FEs gilt exp(iR) =S und exp(C) = C*.

Beweis. 1. Nach Bemerkung 5.1 ist exp(iR) C S. Wir zeigen D. Dazu sei w € S mit
Normalform u +4v. Ohne Einschrinkung kénnen wir v > 0 annehmen (ist e = u+ v,
so ist e™® = wu — v). Nach Satz 5.9 existiert ein ¢ € [0, 7] mit u = cost. Dann ist
sint > 0 und

v =1-u?=1-cos’t =sin’t.

Also gilt v = sint und damit e = cost +isint = w.
2. Es sei w € C. Nach Bemerkung 2.18 existieren » > 0, ( € S mit w = r{. Nach
Satz 4.19 ist r = e® fiir ein s € R und nach 1. ist ( = e fiir ein ¢ € R. Damit ist

W = eseit — €s+it‘ O

Bemerkung und Definition 5.15 Wie bereits angedeutet, sind im Kérper C Glei-
chungen der Form 2" = ¢ stets, also fiir alle ¢ € C und n € N, lésbar. Einen Beweis
haben wir bisher noch nicht erbracht. Mithilfe von Satz 5.14 ergibt sich die Behaup-
tung sehr einfach: Ohne Einschrinkung sei ¢ # 0. Dann ist ¢ = e" fiir ein w € C. Fiir
2 1= e®/™ ergibt sich

2= (e¥/M)n =c.

Aufgrund der 2ri-Periodizitit von exp ist dann auch (ze?*™/™)" = ¢ fiir k € Z, wobei
die n Zahlen
2y, = zekmi/n (k=0,....,n—1)

paarweise verschieden sind und damit alle Losungen der Gleichung darstellen. Man
nennt 2y, ..., 2, 1 die n-ten Wurzeln aus c. Im Fall ¢ = 1 spricht man auch von den
n-ten Einheitswurzeln. So sind etwa 41 die zweiten Einheitswurzeln und +¢, 41
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die vierten Einheitswurzeln. Allgemein sind die n-ten Einheitswurzeln gegeben durch
2 = 2™k fiir k= 0,...,n — 1. Abbildung 12 zeigt die zehnten Einheitswurzeln. 39

Abbildung 12: Zehnte Einheitswurzeln.

Bemerkung und Definition 5.16 (Polarkoordinaten) Aus Satz 5.14 ergibt sich eine
weitere Moglichkeit der Darstellung komplexer Zahlen, die sich fiir viele Zwecke als
angemessen erweist. Ist z € C* mit der Polarform z = r(, so existiert ein § € R mit
¢ =e" also

z=re.
Fixiert man a € R und beschrankt man 6 auf das Intervall (o — 7, + 7], so ist die
Darstellung nach Satz 5.11 eindeutig. Ist z = (s,t) € R?, so ist damit auch

(s,t) = (rcosf,rsind).

Man nennt dann r > 0 und 6 € (o — 7, + 7| die Polarkoordinaten von (s,t)
beziiglich a. Meist wéhlt man o = 0 oder « = 7. Unter Verwendung von Polarkoor-

% und

dinaten wird die Multiplikation komplexer Zahlen sehr natiirlich: Sind z = re
w = pe'?, so ist zw = rpe’®¥) AuBerdem sind die n-ten Wurzeln aus z gegeben durch

2 = /re!0T2km/n fiiy k=0,...,n—1

Wir wollen zum Abschluss dieses Abschnitts den Fundamentalsatz der Algebra bewei-
sen. Wir nutzen dabei, dass man in gewiessen Féllen die Existenz von Maxima oder

Minima in nichtkompakten Situationen nachweisen kann:

36Geometrisch interpretiert sind die n-ten Einheitswurzeln die Ecken des dem Einheitskreis einbe-
schriebenen reguléren n-Fcks.
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Bemerkung 5.17 Es seien X C K und f : X — R stetig. Ist X = (a,b) ein offenes
Intervall und existiert ein ¢ € R U {#o00} mit f(z) — ¢ fir £ — a™ und z — b~, so
wird f maximal oder minimal. Dies gilt auch, falls X = C ist und f(z) — c fir z - w

erfiillt ist.3”

Denn: Ohne Einschrankung sei f nicht konstant. Dann existiert ein u € X
mit f(u) # c. Ist f(u) > ¢, so existiert im ersten Fall ein kompaktes
Intervall K C (a,b) und im zweiten Fall eine Kreisscheibe K = Bg(0)
mit f(u) > f(x) fir x € X \ K. Nach Satz 3.35 wird f maximal auf K.
Ist xy € K so, dass f(xg) > f(x) fir z € K, so ist wegen u € K auch
f(zo) > f(u) > f(z) fir x € X \ K. Damit wird f maximal auf X. Ist
f(u) < ¢, so wird entsprechend f minimal auf X.

In Bemerkung 5.15 haben wir die Existenz komplexer Wurzeln nachgewiesen. Die
Existenz von Wurzeln bedeutet, dass fiir d € N Polynome p : C — C der Form

p(2) = 2% — c stets Nullstellen besitzen. Wir zeigen nun ganz allgemein:

Satz 5.18 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes nichtkonstante Polynom p : C — C hat eine Nullstelle.

Beweis. Nach Beispiel 3.12 gilt |p(z)| — +o0 fiir |2| — oo und nach der umgekehrten
Dreiecksungleichung ist mit p auch |p| stetig. Also existiert nach Bemerkung 5.17 ein
2o € C mit |p(20)] < |p|- Angenommen, p hat keine Nullstelle. Dann ist insbesondere
p(z0) # 0. Wir kénnen ohne Einschrankung zp = 0 und p(zp) = 1 annehmen (sonst
betrachte man p(z + zg)/p(z0)). Dann existieren ein m € {1,...,deg(p)}, ein ¢,, # 0
und ein Polynom ¢ mit ¢(0) = 0 und

p(z) =14 2™+ 2Mq(2).
Nach Bemerkung 5.15 existiert eine m-te Wurzel ¢ aus —|c,,|/¢,. Damit ist
L+ cpn(rQ)™ =1—1r"|cnl
fiir r > 0. Wahlt man r > 0 so, dass ™ < |¢,,| und |¢"q(7¢)| < |em|, so folgt

Ip(rQ)] <1 —71"cpm| +r"ewm| =1,

3TFiir f: X — R schreiben wir f(z) — +oo (|z] = o0), falls f(1/u) — 4oo fiir u — 0.
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im Widerspruch zu [p| > 1. O

Bemerkung 5.19 Eine dquivalente Formulierung des Fundamentalsatzes ist, dass fiir
jedes nichtkonstante Poylnom p und jedes ¢ € C die Gleichung p(z) = ¢ in C lésbar
ist3®. Mithilfe von Polynomdivision ergibt sich zudem induktiv aus dem Fundamen-

talsatz ([U]): Jedes Polynom p von Grad d > 1 zerféllt in Linearfaktoren, d. h. es

existieren zq,...,zg € C mit

p(z) = cq H(z —zr) (2€C).

38also p(C) = C gilt
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A Weiteres zu Mengen und Abbildungen

Definition A.1 Es seien I # @& eine Menge, X eine Menge und (A, )qes eine Familie
von Teilmengen von X. Dann heiflen

UAQI:{ZEZZEEAafﬂl”eiDOéEI}

acl

Vereinigung von (A,) und

mAa::{x:xeAafﬁralleozEI}

ael

Durchschnitt von (A4,). Insbesondere sind damit fiir eine Menge von Mengen (einem
sogenannten Mengensystem) F auch

UM und ﬂM

MeF MeF

definiert (hier ist speziell I = F und Ay = M). Man schreibt dann auch kurz |JF
beziehungsweise [ F.

Nach Definition sind zwei Mengen gleich, wenn die erste Teilmenge der zweiten und
die zweite Teilmenge der ersten ist. Daher beweist man iiblicherweise die Gleichheit,
indem man die beiden Inklusionen getrennt nachweist. Wir deuten dies im Weiteren

durch die Schreibweise C: und D: in den entsprechenden Beweisen an.

Satz A.2 Es seien X eine Menge, (Ay)acs €ine Familie von Mengen in X und B C
X. Dann gilt

Bn(|JA) =JBnAy) und BU(()4a)=()(BUA).
und (De Morgansche Regeln)
B\(JA) =B \A) wd B\ ()4 =B\ A0

acl acl acl acl

Beweis. Wir werden exemplarisch die Beweise der links stehenden Aussage fiihren.

Die rechten ergeben sich in &hnlicher Weise. Wir schreiben dabei kurz | J statt (.
a€cl
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C: Esseiz € BN (|JA,). Dann ist x € B und = € |J A,, also 2 € B und x € A fiir
ein § € 1. Damit ist x € BN Ag, also auch z € [J(BN A,).

D: Es sel x € |J(B N A,). Dann existiert ein § € I mit x € BN Ag. Damit ist x € B
und z € Ag, also auch z € B und = € |J A,, das heiBt 2 € BN (| Aa)-

C: Esseix € B\ (|JAs). Dann ist € B und = ¢ |J A,, also z € B und = ¢ A, fiir
alle o € 1. Damit ist x € B\ A, fiir alle a € I, also z € (B \ Aa).

D: Esseiz € (B\ A,). Dannist x € B\ A, fur alle o € I, also x € Bund = ¢ A,
fir alle a € I. Damit ist x € B und = ¢ |J A,, das heiBt 2 € B\ (| Aa)- O

Definition A.3 Sind X,Y Mengen und ist f: X — Y, so heifit fiir B CY
f'(B):={reX: f(x) € B}

Urbildmenge von B unter f.

Satz A.4 Es seien X,Y Mengen und f : X — Y.

1. Ist (By)aer eine Familie von Mengen in'Y , so gilt

U Ba) =U 7Ba) wnd () Ba) = (1 F7(Ba):

acl a€cl a€cl a€el

2. Ist (Aa)acr €ine Familie von Mengen in X, so gilt

F(UA) = A und f(() Aa) € () f(Aa).

acl acl acl acl

Beweis.

1. Wir beschrianken uns wieder auf die links stehende Aussage.

C: Essei z € f7'(|UBa). Dann ist f(z) € |J Ba, das heifit, es existiert ein § € I mit
f(z) € Bs. Also ist z € f~(Bg) und damit auch z € |J f~(Ba,).

D: Ist B € I, s0 ist Bg C |J Ba, also auch f~(Bg) C f‘l(UBa). Da (8 € I beliebig
war, gilt [J f71(Ba) C f7H(U Ba).

2. Zur linken Aussage:

C: Es sei y € f(JAs). Dann existiert ein z € |JA, mit f(z) = y. Ist § € I mit
x € Ag, so ist also y = f(z) € f(Ap). Damit ist y € |J f(Aa).
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D:Ist B €1, s0ist Ag C |JAa, also auch f(Az) C f(UAa). Da g € I beliebig war,
gilt D.

Zur rechten Aussage: Es sei y € f((0 Aa). Dann existiert ein z € () A, mit f(z) = y.
Damit ist y = f(z) € f(Aq) fiir jedes o € I, d. h. y € () f(Aa)- O

Bemerkung A.5 Man beachte, dass in der letzten Aussage des zweiten Teils von
Satz A.4 kein Gleichheitszeichen steht. Ist etwa f : Z — Z definiert durch f(z) := z*
fiir x € Z, so gilt

fyn{=1}) = f(@) =2 uwnd f{1})Nnf{-1}) ={1}.
Damit gilt hier keine Gleichheit. Tatséchlich liegt Gleichheit fiir alle Familien (A,)

genau dann vor, wenn f injektiv ist ([U]).

Definition A.6 Es seien A, B beliebige Mengen.

1. A und B heiflen gleichméichtig, falls eine bijektive Abbildung ¢ : A — B exi-
stiert.3?

2. Ist A gleichmiéchtig zu {1,...,n} fiir ein n € N, so sagt man, dass A die Méchtig-
keit n hat (man kann zeigen, dass n eindeutig ist). Der leeren Menge wird die Méachtig-
keit 0 zugeordnet. Wir schreiben dann #A := n. Damit heiflit A endlich, falls A eine
Méchtigkeit n € Ny hat und unendlich, falls dies nicht der Fall ist.*°

3. Eine Menge A heifit abzdhlbar, falls A gleichméchtig zu N oder endlich ist. Ist A
nicht abzahlbar, so sagt man A sei iiberabzahlbar.

Beispiel A.7 Man kann zeigen ([U]), dass etwa Ny, Z, N x N gleichméchtig zu N, also
insbesondere abzédhlbar sind.

Bemerkung und Definition A.8 Es sei X eine Menge. Eine Familie (A,)qes von
Mengen in X heifit disjunkt, falls A, N Az = @ fiir o, 8 € I, o # 3 gilt. Ist A eine

A
acl s
so nennt man (A, ).c; eine Zerlegung von A. Ist A endlich und (A4;,...,A,) eine

Menge und ist (A, )aes eine disjunkte Familie nichtleerer Mengen mit A = J

Zerlegung von A, so gilt
HA=H#A1+ ...+ #A,.

394, h. es existiert eine eins-zu-eins Zuordnung zwischen den Elementen aus A und denen aus B.
40Tst A unendlich, so schreibt man auch #A4 = oo.
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B Von den natiirlichen zu den reellen Zahlen

In diesem Anhang werden wir auf die axiomatische Einfithrung der natiirlichen Zahlen
eingehen und einen darauf basierenden konstruktiven Zugang iiber die ganzen und die
rationalen Zahlen zu den reellen skizzieren.

Die natiirlichen Zahlen koénnen axiomatisch beschrieben werden als Tripel (N, 1, v)
mit den drei Eigenschaften (Peano-Axiome):

(N1) N ist eine Menge mit 1 € N.
(N2) v: N — N ist eine injektive Funktion mit 1 ¢ v(N).4!

(N3) (Prinzip der vollstindigen Induktion) Ist A € N mit 1 € A und
v(A) C A, soist A=N.

Damit definiert man die arabischen Ziffern durch 2 := v(1), 3 := v(2), 4 := v(3),
5:=wv(4), 6:=v(5), 7:=v(6), 8 :=v(7) und 9 := v(8). Weiter kann man — mit viel
Aufwand — zeigen:

Auf N ist durch n+ 1 :=v(n) und n+v(m) := v(n+m) fir n,m € N eine assoziative
und kommutative Verkniipfung + rekursiv definiert. Unter Verwendung der Addition
ist durch n < m falls m = n + k fiir ein £ € N zudem eine Ordnungsrelation <
auf N gegeben. Damit kann man wiederum zeigen: Auf N ist durch n -1 := 1 und
n(m + 1) := nm + n fiir n,m € N eine assoziative und kommutative Verkniipfung -
rekursiv definiert. So wird (N, -, 1) zu einem abelschen Monoid.

Erweitert man N um ein Element 0 zu Ny mit 0 < n fiir alle n € N und so, dass
n+0:=0+n:=nundn-0:=0-n:=0 fir alle n € Ny, so ist auch (N, +,0) ein
abelsches Monoid.

Bemerkung B.1 Aus dem Prinzip der vollstindigen Induktion folgt die wichtige
Wohlordnungseigenschaft von Ny ([U]):

Jede nichtleere Menge M C Ny hat ein minimales Element.
Hiermit kann man leicht zeigen: Zu jedem Paar (n,p) € N x N existiert genau ein Paar

(a,7) € Ny x Ng mit r < p und n = ap + r (Division mit Rest).

Ist A C Ny, so heiit ein Tupel (a;) = (a;);en, € A™ eine abbrechende Folge in A,
falls ein d € Ny existiert mit a; = 0 fiir 7 > d. Man nennt das kleinste solche d die

“1Die Zahl v(n) nennt man Nachfolger von n. (N2) besagt, dass 1 kein Nachfolger eines n € N ist.
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Lange von (a;). Damit gilt folgende wichtige Aussage iiber die Darstellung natiirlicher
Zahlen:

Satz B.2 Es seien ¢ € N mit ¢ > 2 und A := {a € Ny : a < ¢ — 1}.*2 Dann existiert

zu jedem n € Ny genau ein abbrechende Folge (aj(n)) in A mit

wobei d(n) die Lange von (a;(n)) ist.

Beweis. 1. Eindeutigkeit: Es seien (b;), (a;) abbrechende Folgen in A mit

n= Zajqj = ijqj~
=0 =0

Angenommen es ist (a;) # (b;), also J := {j : a; # b;} # @ (und endlich). Ohne

Einschrankung sei by > ay, wobei N das maximale j € J ist. Es gilt ([U])

N-—1

j N
>0 <4
=0

und damit wegen a; = b; fiir j > N und ay +1 < by

m N-1 N-1 m
> aid =D a4 +ang” + ) a; < (an+1)gN + D b <D big
J=0 J=0 J>N >N j=0

Widerspruch!

2. Wir zeigen die Existenz per Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 0: Man setze a;(0) := 0 fiir j € Ny.

Induktionsschritt » < n — n: Es sei k& € Ny mit ¢* < n < ¢**'. Nach Division mit
Rest existieren 0 < a < g und 0 < r < ¢* mit

n:aqk—l—r,

42 A kann als Menge der Ziffern interpretiert werden, eine Art Alphabet der Zahlen.
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also insbesondere r < n. Nach Induktionsvoraussetzung (die Behauptung gilt fiir jedes

r < n) existiert eine Folge (a;(r)) mit

Wegen r < ¢* ist d(r) < k. Setzt man a;(n) := a;(r) fiir j # k und a(n) := a, so ist

d(n) '
n= >y a;j(n)¢ mit d(n) = k. O
j=0

Man nennt (aqen)(n)aam)—1(n) . .. ao(n)), die g-adische Darstellung von n. Im Falle
q = 2 spricht man dann von der Bindrdarstellung, im Falle ¢ = 2-5 von der Dezimal-
darstellung und im Falle ¢ = 2* von der Hexadezimaldarstellung.*® Schlie8lich
schreibt man im Dezimalfall auch kurz agm)(n) . .. ag(n) statt (aqmy(n) ... ao(n))s.s. So
ist etwa firn =8+8+7

n=1-240-29+1-22+1-2"+1-2°=(10111),

und
n=2-(2-5'+3-(2-5) = (23)y5 = 23 .

Definition B.3 Eine Relation ~ auf X heifit Aquivalenzrelation, falls fiir alle
x,y,z € X gilt

(Al) = ~ x (Reflexivitét),

(A2) aus z ~ y folgt y ~ x (Symmetrie),

(A3) aus z ~ y und y ~ z folgt x ~ z (Transitivitét).
Ist ~ eine Aquivalenzrelation, so heifit [x] := [z]. := {2’ € X :  ~ 2’} die von z er-

zeugte Aquivalenzklasse und jedes 2’ € [z] ein Reprisentant der Aquivalenzklasse
[z]. AuBerdem heift X/ := {[z] : # € X} Quotientenmenge von X (modulo ~).

43Die Schreibweise ¢ = 2 - 5 beziehungsweise ¢ = 2% mag umstiindlich erscheinen, ist aber nicht
durch ¢ = 10 beziehungsweise ¢ = 16 ersetzbar, da dies schon die zu definierende Dezimaldarstellung

vorwegnehmen wiirde.
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Bemerkung und Definition B.4 Es sei X = Ny x Ny. Durch (a,b) ~ (da/, V') falls
a+b =0b+d fir abad,V € Nyist ~ eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Ist
a > b, so existiert (genau) ein n € Ny mit @ = b+ n und es gilt damit

[(a,b)] ={(k+n,k): ke Ny} =[(n0)].
Ist a < b, so ist b = a + m fiir ein m € N und damit

[(a,0)] ={(k,k+m): k € No} = [(0,m)].

v v v 4
—4 (0,3) (1,3) (2,3) (3,3)
v e v v v
-3 (0,2) (1,2) (2,2) (3,2)
v v e v v
—2 (0,1) (1,1) (2,1) (3,1)
v e v v e
-1 (0,0) (1,0) (2,0) (3,0)
v v v v v
0 1 2 3 4

Definiert man die Menge Z der ganzen Zahlen als
7 :=X/.=(NygxNy)/~,
so sind durch
[(a,0)] + [(¢,d)] :=[(a+ ¢, b+d)] und [(a,b)]-[(c,d)] := [(ac+ bd,ad + bc)]

Verkniipfungen + und - auf Z (unabhingig von der Wahl der jeweiligen Reprisen-
tanten) definiert, mit denen (Z,+,-) zu einem kommutativen Ring wird. Dabei gilt
[(0,n)] = —[(n,0)] fur n € Ny. Indem man n mit [(n,0)] identifiziert, ist Ny in Z
eingebettet, und es ergibt sich

[(a,0)] = [(a,0)] +[(0,0)] = [(a,0)] = [(b,0)] =a—b (a,b € No).

Auflerdem ist damit durch a—b < ¢—d definitionsgeméf genau dann, wenn a+d < b+c
fiir a, b, ¢,d € Ny eine Erweiterung der Ordnung < von Ny auf Z definiert.
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Bemerkung und Definition B.5 Es sei X := Z x Z*. Definiert man (a,b) ~ (a’, V)
falls ab’ = ba’ fiir (a,b), (a’,V') € X, so ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Man kann
zeigen: Fiir (a,b) € X existieren teilerfremde p € Z, ¢ € N mit

[(a,b)] = {(mp,mq) : m € Z"} = [(p, q)].

Definiert man die Menge QQ der rationalen Zahlen als

Q:=X/.=(ZxZ")/.
und Verkniipfungen + und - durch
[(@,0)] + [(¢,d)] := [(ad + ¢b,bd)] und  [(a,b)] - [(¢, d)] := [(ac, bd)],
so wird (Q,+,-) zu einem Kérper. Dabei gilt 1/[(a,b)] = [(b,a)] fix a # 0. Durch

Identifikation von a und [(a, 1)] ist wieder Z in Q eingebettet und es gilt

(@,0)] = e, D] [0.0] = (T =5 (@b e X),

Schlielich erweitert die Definition a/b < ¢/d falls ad < bc fiir a,b € Z und b,d € N
(also b,d > 0) die Ordnung < von Z auf Q.

Wir skizzieren zum Abschluss einen moglichen konstruktiven Zugang zu den reellen
Zahlen, der an die g-adische Darstellung natiirlicher Zahlen anschlieit. Basis ist die

folgende Beobachtung ([U]): Sind k,n € Z mit n > k, so gilt
n—1
Zajqj <q"—q" (B.1)
j=k

fir beliebige a; € {0,...,¢q — 1}. Insbesondere ist fiir £ < 0 mit m := —k

-1
a_1 Q_o a_m . 1
— t+—+4+ ...+ — = a;q? <1—— < 1.
q q2 qm Z J qm

j=—m

Bemerkung und Definition B.6 Es seien ¢ € N, ¢ > 2 und A :={0,1,...,q — 1}.
Wir betrachten die Menge der nach oben abbrechenden zweiseitigen Folgen

AP = {(a;) = (aj)jez € A% : es existiert ein d € Ny mit a; = 0 falls j > d}.
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Man schreibt statt (a;) € A?) komprimierter und suggestiver
(@g@g—1 ... ag,a_10_3...)g = QgQ4—1 . .. Ay, A_10_2 . . .

und spricht von einer g-adischen Folge. Im Fall ¢ = 2 spricht man von Bin&rfolge
und im Fall ¢ = 2 -5 von Dezimalfolge. Wir setzen

A = {(a;)jez, € AP - es existiert ein m € Ny mit a; = 0 falls j < —m}

und nennen (a;) abbrechend, falls (a;) € A® gilt. Aus (B.1) sieht man wie beim
Beweis der Eindeutigkeit in Satz B.2, dass die Abbildung

d
AP 5 (a) > Y a4’ € @y U{0)
j=—m

injektiv ist. Wir identifizieren im Weiteren die abbrechende Folge (a;) mit der entspre-
chenden rationalen Zahl. Weiter definiert man auf A% eine Aquivalenzrelation durch
(a;) ~ (b;) genau dann, wenn (a;) = (b;) oder wenn ein k € Z so existiert, dass a; = b,
fir j > k, ar, = by + 1 sowie a; = 0 und b; = ¢ — 1 fiir j < k (oder entsprechend mit
vertauschten Rollen von a; und b;). Damit sind alle Aquivalenzklassen entweder ein-
oder zweielementig, wobei im zweielementigen Fall eine der beiden Folgen abbrechend
ist.

Bemerkung B.7 Wir betrachten ab jetzt den Fall ¢ = 2 und definieren

X = {2 =[(ay)] : (a5) € {0,1}"}.

Wihlt man im Fall zweielementiger [(a;)] die abbrechende Folge als Reprisentant, so
entspricht jedem xz € X genau eine Binérfolge (a;). Wenn nichts anderes gesagt ist,
legen wir uns auf diese Darstellung fest und schreiben dann auch = = (a;). Ist 2 = (a;)

(in diesem Sinne), so nennen wir fiir k € Z

x|k = Zaﬂj € 2N

j=k

die k-te Abschneidung von z. Unter Verwendung der Relation < auf Q,U{0} definieren
wir eine Relation < auf X durch z < y genau dann, wenn |z]; < |y, fiir ein k € Ny

441st - eine Verkniipfung auf einer Menge M, so schreiben wir fir B € M und a € M kurz
aB = {ab:b € B}.
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gilt. Ist dies der Fall, so folgt |z], < |y]n fiir alle n < k aus (B.1). und damit sieht
man, dass (X, <) geordnet ist. Wesentlich ist nun, dass (X, <) vollstindig ist.

Wir deuten den Beweis der Vollstindigkeit an. Es sei dazu M C X nichtleer und
nach oben beschréankt und ohne Einschrinkung M # {0}. Wir definieren rekursiv
eine Binérfolge (b;): Zunéchst folgt aus der Beschrénktheit nach oben von M die

Beschranktheit nach oben von
{k€Z: |x]x #0 fir ein x € M}

in Z. Ist d das Maximum dieser Menge, so setzen wir bg := 1 und b; := 0 fiir 7 > d.
Weiter definieren wir

5 1, falls |[z]4q >2¢fiireinz e M
d—1 ‘=
0, sonst

und entsprechend fiir n € N

1, falls [2]g p_1 > 27+ b4 127+ ..+ bg_p,207" fiir ein v € M

bd—n—l =
0, sonst
Ist s := [(b;)], so ergibt sich s = sup M aus der Konstruktion von s.
Bemerkung B.8 Nun wollen wir in X rechnen. Zunéchst setzt man 0 := [(0),ez] und
1 :=[(d;0)jez]. Die Existenz von Suprema erméglicht es, die Verkniipfungen + und -

von A% auf X zu erweitern: Fiir ,y € X existieren namlich
v+y=sup{|z]p+ |ylr:k€Z} e X

und
vy :=sup{|z],-|ylp: k€Z} € X

Die Kommutativitat ist klar. Das Hauptproblem besteht darin, zu zeigen, dass +
assoziativ ist und dass (X \ {0},-,1) eine Gruppe ist. Ist dies getan, so siecht man wie
bei der Erweiterung von Ny zu Z, dass durch (a,b) ~ (a/,b) falls a +0 = b+ o fiir
(a,b),(d',V) € X x X eine Aquivalenzrelation auf X x X definiert ist. Damit setzt
man

R:= (X x X)/.
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und schreibt wieder a — b statt [(a,b)] und im Falle b = 0 kurz a sowie im Falle a = 0
kurz —b. Die Rechenoperationen + und - sowie die Relation < iibertragen sich wie
im Fall der ganzen Zahlen auf R, und zwar so, dass damit (R, +, -, <) ein vollsténdig
geordneter Korper wird.*® Dabei ist Q monoton eingebettet in R, das heifit, es existiert
eine injektive Abbildung j : Q@ — R so, dass j(z+y) = j(x)+j(y) und j(zy) = j(x)j(y)
fiir alle x,y € Q gilt und dass j(z) < j(y) genau dann gilt, wenn x < y ist. Indem man
j(x) mit x identifiziert, kann man Q als Teilmenge von R auffassen. Man kann zeigen,
dass in diesem Sinne den rationalen Zahlen die sogenannten periodischen Binérfolgen
entsprechen.

Bemerkung B.9 Man kann zeigen, dass die Menge der reellen Zahlen iiberabzéhlbar

ist ([U]; Stichwort: zweites Cantorsches Diagonalverfahren).

45In der Literatur findet man neben axiomatischen Zugéngen oft den konstruktiven Zugang iiber
Dedekindsche Schnitte. Der Vorteil dieses Zugangs liegt in einer einfacheren Definition des Supremums
und einem weniger aufwandigen Nachweis der Korperaxiome, allerdings sind die dabei betrachteten
Objekte, die am Ende als reelle Zahlen bezeichnet werden, weniger instruktiv als die oben eingefiihr-
ten Bindrfolgeen. Auflerdem kniipft die Vorstellung einer reellen Zahl als Binérfolge meist an die
Vorkenntnisse aus der Schule an und deutet zudem Problematiken der Gleitkommaarithmetik und
der Struktur der Maschinenzahlen an.
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C DMetrische Riaume

Fiir die Analysis ist das Konzept der Grenzwerte von zentraler Bedeutung. Dabei ist
es wesentlich, von Abstdnden zwischen zwei Elementen in einer Menge sprechen zu
kénnen. Wir betrachten nun ganz allgemein Mengen, in denen ein Abstand zwischen

jeweils zwei Elementen definiert ist.

Definition C.1 Es sei X # @ eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifit
Metrik (oder Abstand) auf X, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(D1) (Definitheit) Fiir x,y € X ist d(z,x) = 0 und d(z,y) > 0, falls  # y.
(D2) (Symmetrie) Fiir z,y € X ist d(x,y) = d(y, x).
(D3) (Dreiecksungleichung) Fiir alle x,y, z € X gilt

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
Das Paar (X, d) heifit dann metrischer Raum. Ist (X, d) ein metrischer Raum und

ist M C X nichtleer, so ist durch dy; := d|yxp eine Metrik auf M gegeben. Man
nennt dy; die Spurmetrik von d auf M.

Bemerkung und Definition C.2 1. Auf K ist durch
d(l’,y) = |ZL’—y| ($7y€K)

eine Metrik gegeben (die Dreiecksungleichung aus Satz 2.17 impliziert die Dreiecksun-
gleichung fiir d). Man spricht von der Betragsmetrik. Entsprechend ist im euklid-
schen Raum R3 = C x R mit der Liinge

(z,u)|| := /|22 + u? = V82 + 2 + u? (z = (s,t) € C,ueR)

durch
d(('Z?u)’ (wﬂ})) = H(zvu) - (wav>” ((Zau)v (w,v) € C x R)

eine Metrik definiert ([U]).
2. Ist X # @ eine beliebige Menge, so definiert

5(z,1) 0, falls =y
x,Y) =
Y 1, falls z#y

eine Metrik auf X, die sogenannte diskrete Metrik. Insbesondere kann also jede

nichtleere Menge mit einer Metrik versehen werden.
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Bemerkung und Definition C.3 Wir erginzen die komplexe Ebene durch einen

Punkt, den wir w nennen, und setzen
C, :=CU{w}.

Wir wollen C,, mit einer Metrik versehen. Dazu sei || - || die euklidsche Lange im Raum
R? = C x R und mit 0 = O¢

S :={(w,u) € CxR: [[(w,u) —(0,1/2)|| = 1/2}

die 2-Sphére mit Mittelpunkt (0,1/2) und Radius 1/2. Dann ist durch

o) = rEE R (e

1
eine Abbildung von C auf S\ {(0,1)} definiert ([U]).%® Mit p(w) := (0,1) ist also
¢ : C, — § surjektiv.

Abbildung 13: stereographische Projektion.

Man kann nachrechnen, dass fiir z € C, 2’ € C,

2z — 2|/ /(L + [2]2) (1 + |[2]?), fallsz' €C
1/4/1+ 2|2, falls 2/ = w
gilt ([U]). Insbesondere ist damit o bijektiv und durch x(z,2") := ||¢(2) — (2')| eine

Metrik auf C,, definiert, genannt die chordale Metrik. Die Umkehrabbildung ¢!
von ¢ heifit stereographische Projektion und ist gegeben durch

le(z) = ()] = (C.1)

w/(l —w), fallsu#1

-1
o (w,u) = .
( ) w, falls u =1

46Geometrisch ergibt sich der Punkt ¢(z) als der Schnittpunkt der Sphire S mit der Strecke
zwischen den Punkten (0, 1), also dem Nordpol der Sphire, und dem Punkt (z,0).
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Definition C.4 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
1. Fiira € X und 0 < p < +00 setzen wir

Uya) :=U,4(a) :=U, x(a) ={zr € X :d(z,a) < p}.
Man spricht dann von der (offenen) p-Umgebung von a. Weiter setzen wir
Uy(a) :=U,q(a) :={x € X :0 < d(z,a) < p}.

Damit heiBt a ein Hiufungspunkt von M, falls M N U,(a) # & fiir alle p > 0 ist.
Wir schreiben M’ fiir die Menge der Haufungspunkte von M in X.

2. Sind a € X und M C X, so heifit a ein innerer Punkt von M (im metrischen
Raum (X, d)), falls ein p > 0 existiert mit U,(a) C M. In diesem Fall heifit zudem
M eine Umgebung von a (im Raum (X, d)). Die Menge M heifit offen, falls jeder
Punkt von M innerer Punkt ist, und abgeschlossen, falls X \ M offen ist. Mit der

Dreiecksungleichung sieht man, dass U,(a) offen ist ([U]).

Satz C.5 Ist (X,d) ein metrischer Raum und M C X, so ist M genau dann abge-
schlossen, wenn M’ C M gilt.

Beweis. Ist M abgeschlossen, also M¢ = X \ M offen, a € M’ und § > 0, so ist
(Us(a) \ {a}) N M # @. Damit ist a kein innerer Punkt von M¢, also a ¢ M°.

Ist umgekehrt M’ C M und x € M¢, soist ¢ M', also Us(x) N M = & fiir ein 6 > 0.
Damit ist z innerer Punkt von M¢. O

Bemerkung C.6 Man sieht leicht, dass beliebige Vereinigungen und endliche Schnit-
te offener Mengen offen sind, und dass beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen

abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind ([U]).

Bemerkung und Definition C.7 Es seien (X, dy) und (Y, d) metrische Réume und
f: X =Y. Ist a € X, so heifit f stetig an der Stelle a € X, falls zu jeder offenen
Umgebung V von f(a) eine Umgebung U von a existiert mit f(U) C V.47 Weiterhin
heifit f stetig auf M C X, falls f stetig in jedem Punkt a € M ist und kurz stetig,
falls f stetig auf X ist.

4"Die Bedingung ist #quivalent dazu, dass zu jedem ¢ > 0 ein 6 = . > 0 existiert mit
d(f(z), f(a)) < € fir alle x € Us x (a).
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Satz C.8 FEs seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume. Ist f : X — Y, so ist f
genau dann stetig, wenn fiir alle offenen Mengen V C'Y die Urbildmenge f~1(V) C X
offen ist.*8

Beweis. =: Es sei V C Y offen. Ist a € f~1(V), so ist V eine offene Umgebung
von f(a). Da f stetig an a ist, existiert eine Umgebung U von a mit f(U) C V, also
Uc Y f)) c f4V). Damit ist f~*(V) offen.

<: Es seien a € X und V eine offene Umgebung von f(a). Nach Voraussetzung ist
U := f4(V) offen in X. Da a € U gilt, ist U eine Umgebung von a mit f(U) =
F(f7H(V)) C V. Also ist f stetig an a. O

Wir untersuchen nun Folgen in metrischen Raumen.

Bemerkung und Definition C.9 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge
(Zn)nen in X heiit d-konvergent oder kurz konvergent, falls die Metrik aus dem
Kontext heraus klar ist, falls ein ¢ € X so existiert, dass (d(z,, ¢))nen eine Nullfolge (in
R) ist. Mit der Dreiecksungleichung und (D1) sieht man, dass ¢ eindeutig bestimmt ist.
Wir nennen ¢ den d-Grenzwert oder kurz Grenzwert und schreiben dann z,, — ¢
fiir n — oo (in (X, d)) oder auch

limz, :=limzx, :=c.
neN

Bemerkung C.10 Man sieht mit (C.1) leicht: Ist (z,) eine Folge in (C,, x), so gilt
zn — a € Cin (C,, x) genau dann, wenn z, — a in C mit der Betragsmetrik, und
z, — w genau dann, wenn |z,| — +oo gilt. Insbesondere ist die Folge (n) in (C,, x)

konvergent mit limn = w.

Bemerkung und Definition C.11 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Ist (z,)nen
eine Folge in X, so heifit (z,).en eine Cauchyfolge, falls zu jedem € > 0 ein R > 0
existiert mit

d(Tp, xp) <€ (n,n’ > R).

Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist.

48Durch Komplementbildung sieht man, dass dies auch dquivalent dazu ist, dass Urbilder abge-
schlossener Mengen stets abgeschlossen sind.
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Bemerkung C.12 Ist X = (0,00) mit der Betragsmetrik, so ist die Folge (1/n) eine
Cauchyfolge in X, aber nicht konvergent in X. Im Allgemeinen sind also in metrischen
Ré&umen nicht alle Cauchyfolgen konvergent!

Bemerkung und Definition C.13 Ein metrischer Raum (X, d) heifit folgenkom-
pakt oder kurz kompakt, falls jede Folge eine konvergente Teilfolge hat. Weiter heif3t
(X, d) folgenvollstindig oder kurz vollstindig, falls jede Cauchyfolge konvergent

1st.
Ist (z,,) eine Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge hat, so ist (z,) konvergent.

Denn: Es sei (2,,)nes eine Teilfolge mit x, — ¢ fiir n € J und es sei € > 0
gegeben. Dann existiert ein R > 0 mit d(x,,z,) < /2 fir n,n’ > R.
Weiter existiert ein j € J so, dass j > R und d(xj,c) < /2. Damit ist
d(zp,c) < d(xn,x;) +d(z;,c) < e fur n > R. Also gilt z,, — c.

Damit ist jeder kompakte Raum vollstéandig.

Bemerkung C.14 1. In K ist jede Cauchyfolge beschrinkt.

Denn: Zu € = 1 existiert ein ng € N so, dass |z, —x,/| < 1 fir allen,n’ € N

mit n,n’ > ng, also auch |x,| = |Tp—Tny+2Tng| < [Tn—Tng |+ Tng| < |Tng|+1
fir alle n € N mit n > ng. Da {n € N : n < ng} endlich ist, ist (x,)
beschrankt.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass ist K mit der Betragsmetrik ein vollstdndiger
metrischer Raum.*"

2. Ist X C K, so ist X mit der Betragsmetrik nach dem Satz von Heine-Borel genau
dann ein kompakter Raum, wenn X beschrinkt und abgeschlossen ist. Aus Bemerkung

C.10 ergibt sich damit auch, dass (C, x) ein kompakter Raum ist.”®

Satz C.15 Es seien (X,dx) ein kompakter Raum und (Y,d) ein metrischer. Ist f :
X — Y stetig, so ist f(X) mit der Spurmetrik von d kompakt.

49Die Ordnungsvollstiandigkeit der reellen Zahlen impliziert iiber den Satz von Bolzano-Weierstraf

die Folgenvollstandigkeit von K.
50Man spricht auch von einer Einpunkt-Kompaktifizierung von C.
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Beweis. Es sei (y,,) eine Folge in f(X). Wir wéhlen z,, € X mit y, = f(x,). Da X
kompakt ist, existieren ein a € X und eine Teilfolge (x,,)ner von (z,) mit x,, — a fiir
n € I. Da f stetig ist, folgt y,, = f(z,) = f(a) € f(X) fir n € 1. O

Bemerkung und Definition C.16 Eine stetige, bijektive Funktion zwischen metri-
schen Réumen, fiir die f~! ebenfalls stetig ist, nennt man einen Homdomorphismus.
Aus C.8 folgt, dass f~! genau dann stetig ist, wenn f(U) = (f~1)~1(U) fiir alle offenen
U C X offen ist. Durch Komplementbildung sieht man, dass dies genau dann der Fall
ist, wenn f(A) = (f~1)7(A) fiir alle abgeschlossenen A C X abgeschlossen ist.

Beispiel C.17 Es sei X = (—2,2] mit der Betragsmetrik. Wir betrachten die Funk-
tion f:(—2,2] — S mit

[0 =1 1th +iVIR—[) (~2<t<2).

Die Funktion ist stetig und bijektiv mit f(2) = —1 = lim;—,_» f(¢). Die Umkehrab-
bildung f~! ist nicht stetig, da etwa (—2,0] abgeschlossen in X ist, aber das Bild
f(=2,0] = (SN {z: Re(z) < 0}) U{1} nicht in S.

Satz C.18 Es seien (X,dx) ein kompakter Raum und (Y, d) ein metrischer. Ist f :
X — Y bijektiv und stetig, so ist (Y,d) kompakt und f ein Homdéomorphismus.

Beweis. Zunéchst ist Y = f(X) nach Satz C.15 kompakt. Es sei A C X abgeschlossen.
Da A abgeschlossen im kompakten Raum (X, dy) ist, ist A mit der Spurmetrik ein
kompakter Raum. Nach Satz C.15 ist f(A) mit der Spurmetrik von d kompakt. Dann
ist insbesondere f(A) abgeschlossen in X. O
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nullteilerfrei, 16

obere Schranke, 19
Obermenge, 4

offen, 72

Ordnung, 17
ordnungsvollstandig, 20

Partialsummen, 40
Pascalsches Dreieck, 14
Peano-Axiome, 62
Periode, 52
periodisch, 52
Permutation, 9
Polarform, 25
Polarkoordinaten, 56
Polynom, 30
Polynomfunktion, 30
positiv, 17
Potenzmenge, 8
Punkt

innerer, 72

isolierter, 26

g-adische Darstellung, 64
Quotientenkriterium, 45
Quotientenmenge, 64

Realteil, 23

rechtsinvers, 8
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Reihe, 40
absolut konvergente, 43
bedingt konvergente, 43
harmonische, 42
Reihenglieder, 40
Reihenwert, 40
rekursiv, 9
Relation, 17
Repréasentant, 64
p-Umgebung, 27, 72
Ring, 11
geordneter, 17

kommutativer, 11

Schnitt, 4
Schranke
grofite untere, 20
kleinste obere, 19
obere, 19
untere, 19
Sinusfunktion, 49
Spurmetrik, 70
stereographische Projektion, 71
stetig, 35, 72
streng fallend, 31
streng wachsend, 31
Supremum, 19
surjektiv, 5

symmetrische Gruppe, 9

Tangensfunktion, 54
Teilfolge, 33
Teilmenge, 4

Teilsummen, 40

Umgebung, 72
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Umkehrfunktion, 7
unendlich, 61
untere Schranke, 19
Urbildmenge, 60

Vereinigung, 4, 59
Verkettung, 6
Verkniipfung, 7
assoziative, 7
distributive, 11
kommutative, 7
vollstiandig (geordnet), 20
vollstandig, 20, 74
vollstdndige Induktion, 10

Wertebereich, 5
Wohlordnungseigenschaft, 62
Wurzelkriterium, 45
Wurzeln, 55

Zahl
konjugiert komplexe, 23
Zahlen
ganze, 65
komplexe, 23
natiirliche, 62
rationale, 66
reelle, 20
Zerlegung, 61
Zielbereich, 4
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